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Première partie

Suites et Séries de fonctions et
Intégration





Chapitre 1

Suites et Séries de fonctions

1. Rappels de Topologie métrique

1.1. Espaces métriques.

Définition 1. Une distance sur un ensemble X est une application d : X×X →
R+ telle que :

(1) ∀ x, y ∈ X, d(x,y) = d(y,x)

(2) ∀ x, y ∈ X, si d(x,y) = 0 ⇒ x = y

(3) ∀ x, y, z ∈ X, d(x ;y) ≤ d(x,z) + d(z,y)

Définition 2. Soit (X,d) un couple formé d'un ensemble X et d'une distance
d sur X (i.e. un espace métrique). Soit (xn)n∈N ∈ XN une suite dans X. (xn)n∈N
converge vers x si : ∀ε > 0, ∃N ∈ N tq ∀n ≥ N, d(xn, x) ≤ ε

Proposition 1. Soit (xn)n∈N ∈ XN et x, y ∈ X tq, (xn) converge vers x et
(xn) converge vers y alors x=y.

Démonstration. Soit (xn)n∈N ∈ XN et x, y ∈ X comme dans l'énoncé. Alors :
∀n ∈ N, 0 ≤ d(x, y) ≤ d(x, xn) + d(y, xn). Par convergence de la suite vers x et y,
on peut trouver un N ∈ N tq d(xn, x) ≤ ε

2 et d(xn, y) ≤ ε
2 . On trouve alors que

d(x,y)≤ ε, ∀ε > 0, ce qui implique d(x,y)=0 et donc x=y. �

1.2. Espace Vectoriel Normé.

Définition 3. Soit (E,+, .) un espace vectoriel sur un sous-corps K de R ou
C, on appelle norme sur E toute application N : E → R+ tq :

(1) ∀λ ∈ K,∀x ∈ E, N(λx) = |λ|N(x)

(2) ∀x ∈ E N(x) = 0 ssi x = 0

(3) ∀x, y ∈ E :N(x+ y) ≤ N(x) +N(y)

Définition 4. Un espace vectoriel normé est un couple (E, N) d'un espace
vectoriel E sur un sous-corps de R ou C et d'une norme N sur E.

Proposition 2. Soit (E,N) un espace vectoriel normé, soit X ⊂ E. Posons
d : X ×X → R+ : d(x, y) = N(x− y). Alors (X, d) est un espace métrique.

Définition 5. (xn)n∈N ∈ (E, N)N converge vers x ssi : ∀ε > 0, ∃N ∈ N tq
∀n ≥ N, N(xn − x) ≤ ε 1

Définition 6. Soit (X, d) un espace métrique, soit (xn)n∈N ∈ XN. Cette suite
est dite de Cauchy si ∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀m, n ≥ N, d(xn, xm) ≤ ε

1. ici la notation est ambiguë, ne pas confondre le N de la norme et le N de la dé�nition

3
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Proposition 3. Soit (xn) une suite convergente de (X,d), un espace métrique.
Alors (xn) est de Cauchy.

Définition 7. Un espace métrique dans lequel toute suite de Cauchy converge
est dit de Banach.

1.3. Continuité.

Définition 8. Soit f : (X1, d1) → (X2, d2) une fonction, soit x ∈ X. On dit
que f est continue en x ssi ∀ suite (xn)n∈N ∈ XN

1 tq (xn)→ x alors (f(xn))n∈N ∈ XN
2

converge vers f(x)

Définition 9. Soit f : (X1, d1)→ (X2, d2), une fonction et X ⊂ X1. On dit
que f est continue sur X ssi f est continue ∀x ∈ X

2. Suite de fonctions et notion de convergence

2.1. Convergence simple.

Définition 10. Soit X un ensemble, (Y, d), un espace métrique, fn : X →
(Y, d). On dit que la suite (fn)n∈N converge simplement sur X ssi ∀x ∈ X la suite
(fn(x))n∈N converge dans (Y, d). Dans ce cas f : X → Y : x→ lim

n→∞
fn(x)

2.2. Convergence uniforme.

Définition 11. Soit (fn)n∈N une suite d'un ensemble X dans un espace mé-
trique (Y, d). On dit que (fn)n∈N converge uniformément sur X vers f : X → Y
ssi :

∀ε > 0, ∃N ∈ N, tq, si n ≥ N, d(fn(x), f(x)) ≤ ε∀x ∈ X
⇔ ∀ε > 0, ∃N ∈ N, si n ≥ N , sup

x∈X
{d(fn(x), f(x))} ≤ ε

Proposition 4. Si (fn) converge uniformément vers f, alors elle converge aussi
simplement vers f.

Proposition 5. Soit (X, d1) et (Y, d2), deux espaces métriques, soit fn : X →
Y une suite de fonctions, soit a ∈ X tq : ∀n ∈ N, fn est continue en a. Supposons
que (fn) converge uniformément vers f : X→ Y sur X, alors f est continue en a

Corollaire 1. Si (fn)
CV U→ f et si ∀n ∈ N, fn ∈ C0(X;Y ). Alors, f ∈ C0(X ;Y)

Démonstration. Il faut montrer que : ∀ε > 0, ∃µ ≥ 0, ∀x ∈ X, si d1(x,a)≤ µ
⇒ d2(f(x),f(a))≤ ε. Soit ε > 0, nous remarquons que pour x∈X et n ∈N :
d2(f(x), f(a)) ≤ d2(f(x), fn(x) + d2(fn(x), fn(a)) + d2(fn(a), f(a))
Par CVU de fn vers f sur X et par continuité de fn en a, on sait qu'il existe N1,
N2 et N3 ∈ N tels que
∀n ≥ N1, sup

x∈X
{fn(x), f(x)} ≤ ε

3

∀n ≥ N2, sup
x∈X
{fn(a), f(a)} ≤ ε

3

∀n ≥ N2, sup
x∈X
{fn(a), fn(x)} ≤ ε

3

⇒ d(f(x), f(a)) ≤ ε �
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3. L'espace vectoriel normé B(X ;E)

Définition 12. Soit X, un ensemble, (E; ||.||E) un espace vectoriel normé. On
appelle ,espace de fonctions bornées de X dans E :
B(X ;E)={ f : X → E telle que sup

x∈X
||f(x)||E <∞}

Pour f ∈ B(X ;E), on note : ||f ||∞ = sup
x∈X
||f(x)||E

Proposition 6. Si X 6= ∅, alors (B(X,E), ||.||∞) est un espace vectoriel
normé.

Démonstration. Soit f, g ∈ B(X,E) et soit λ, α ∈ K⇒ (λf +αg) : X→E. De
plus, sup

x∈X
||(λf +αg)(x)||E = sup

x∈X
||λf(x) +αg(x)||E ≤ |λ| sup

x∈X
||f(x)||E + |α| sup

x∈X
||f(x)||E = ≤ ∞⇒ (λf+αg) ∈ B(X,E). En�n, ||.||∞ possède les propriété suivantes :

(1) ∀ f∈ B(X,E), ∀ λ ∈ K : ||λ f||∞ = |λ| ||f||∞

(2) Si ||f||∞ = 0 alors f=0

(3) ||f+g||∞ ≤ ||f||∞ + ||g||∞

�

Proposition 7. Si X 6= ∅ alors (B(X,E), ||.||∞) est de Banach ⇔ (E, ||.||E)
est de Banach

Démonstration. ⇒ 2 Soit (en)n ∈ EN une suite de Cauchy. Soit fn : X→ E :
fn(x) = en ∀x ∈ X.
(fn)n ∈ BN est de Cauchy 3 et donc converge ∈ B car B est de Banach.
Soit f, la limite de (fn)n, soit x, un élément �xé de X : en = fn(x) → f(x) =: e
Donc (en)n converge vers e et E est de Banach.

⇐ Soit(fn)n ∈ B(X, E)N une suite de Cauchy pour ||.||∞ ⇒ ∀ε > 0, ∃N ∈ N tq
∀ n,m ≥ N, on a que ||fn−fm||∞ ≤ ε. Fixons x ∈ X, ε > 0 et soit N correspondant
⇒ ∀n,m ≥ N , on a que : ||fn(x) − fm(x)||E ≤ ||fn − fm||∞ ≤ ε. Donc fn(x)
est de Cauchy. Or, (E, ||.||E) est de Banach donc fn(x) converge. Comme ceci
est vrai ∀x ∈ X nous pouvons dé�nir une certaine fonction f qui envoie x sur
la limite de (fn(x))n. Comme ||fn(x) − f(x)|| ≤ ε ∀x ∈ X, sup

x∈X
||fn(x) − f(x)||E

≤ ||fn(x) − f(x)||E≤ ε. Donc B(X, E) est de Banach. On peut justi�er que f ∈
B(X, E) car fn est bornée et tend vers f, donc f est bornée. �

4. Convergence uniforme sur les compacts

4.1. Rappels.

Définition 13. Soit (X, d) un espace métrique, soit x ∈ X et r ≥ 0⇒ B(x, r[ :
{y∈X, d(x, y)<r} est la boule ouverte centré en x de rayon r.

Définition 14. La partie A de X est dite ouverte lorsque ∀x ∈ A, ∃r > 0 ⊂ A

2. Cette démonstration n'a pas été faite au cour. Soyez prudent avec.
3. Nous laissons au lecteur le bon soin de le véri�er
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Définition 15. Une partie K 6= ∅ de X est dite compacte lorsque ∀ I 6= ∅
ensembles, ∀(Oi ∈ I) ∈ P(X) ( :=ensemble des partie de X) ouverte tq K ⊂ ∪i∈IOi,
∃ J ⊂ I tq J est �ni et K ⊂ ∪j∈JOj. 4

Proposition 8. Soit K 6= φ une partie de X : K est compact ⇔ ∀(xn)n∈N ∈
KN, ∃x ∈ K et ∃φ : N→ N strictement croissante tq xφ(n) →

n→∞
x.

Proposition 9. Si K est une partie compacte de X, alors X est fermé et borné

Proposition 10. Si X = Rd ou X = Cd et K ⊂ X est non-vide, fermé et
borné, alors K est compact.

4.2. Convergence uniforme sur les compact.

Définition 16. Soit (X, d), un espace métrique, fn, f : X → E, un espace
vectoriel normé. On dit que fn converge uniformément vers f sur les compact de X
lorsque ∀ K ⊂ X compact fn converge uniformément sur K vers f lorsque n →∞

Proposition 11. Soit fn, f : X → E si fn
CV U→ vers f, alors fn

CV U→
surcompactdeX

f, alors fn
CS→ f.

Proposition 12. Soit X une partie d'un espace vectoriel normé de dimension
�nie. Soit fn, f : X → E. Si ∀n ∈ N fn est continue en a ∈ X et si fn converge
uniformément sur les compacts de X alors f est continue en a.

La preuve de cette proposition est laissée en exercice, il s'agit en fait de trouver
un compact comprenant a et d'utiliser les propriétés précédentes dessus.

5. Suites de fonctions, intégrations et dérivations

5.1. Passage à la limite dans une intégrale de Riemann.

Théorème 1. Soit fn : X → R une suite de fonctions Riemann-intégrables.

Soit f : X → R. Supposons que fn
CV U→ f, alors :

� La suite
∫
X
fn(t) dt converge

� La fonction f est Riemann-intégrable
� lim

n→∞

∫
X
fn(t) dt =

∫
X
f(t) dt

Démonstration. Puisque fn
CV U→
X

f, on a ∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ≥ N, sup
x∈X
|fn(x)−

f(x)| < ε. Puisque ∀n ∈ N, fn est Riemann-intégrable, on a que f ∈ B(X;R). Or,

fn
CV U→ f dans X, donc fn

CV U→ f ∈ B(X ; R), donc f ∈ B(X;R). Ainsi, f est borné.
Soit ε > 0 et N ∈ N correspondant (par CVU) tq ∀n > N ||fn − f ||∞ ≤ ε

4|X| . La

fonction fN est R-int sur X ⇒ ∃Φ, Ψ ∈ ε(X;R) tq : Φ ≤ fN ≤ Ψ et
∫
X

Φ−Ψ < ε
2

Φ̃ := Φ− ε
4|X| ≤ fn −

ε
4|X| ≤ f(x) ≤ fn + ε

4|X| ≤ Ψ + ε
4|X| =: Ψ̃

Φ̃, Ψ̃ ∈ ε(X;R). De plus :∫
X

Ψ̃− Φ̃ =

∫
X

(Ψ +
ε

4|X|
)− (Φ− ε

4|X|
) = (

∫
X

Ψ− Φ) + (

∫
X

2ε

4|X|
) <

ε

2
+
ε

2
= ε

4. Il faut comprendre : de tout recouvrement de K, on peut extraire un sous-recouvrement �ni
de K.
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Donc f est Riemann intégrable.

Pour �nir : ∀n ∈ N : |
∫
X
fn−

∫
X
f | ≤

∫
X
|fn−f | ≤ ||fn−f ||∞, X . Puisque fn

CV U→
f, on a ||fn − f ||∞ → 0 ⇒ |

∫
X
fn(t) dt−

∫
X
f(t) dt| → 0

On peut donc voir que :
� la suite (

∫
X
fn(t) dt) converge

�
∫
X
lim = lim

∫
X

�

5.2. Passage à la limite et dérivation.

Théorème 2. Soit Ω ∈ Rd un ouvert. Soit fn ∈ C1(Ω;R) tq

� fn
CS→
Ω
f

� ∀k = {1, ..., d}∂fn∂xk

cvu sur→
compacts de Ω

gk

Alors :

(1) f ∈ C1(Ω;R) et ∀x ∈ R ∂f
∂xk

(x) = lim
n→∞

∂fn
∂xk

(x)

(2) fn
CV U→

surcompactdeX
f

Démonstration. Soit x = (x1, ..., xd) ∈ Ω. Puisque Ω est ouvert, ∃δ > 0 tq
B(x ; δ[ ⊂ Ω
⇒ B(x ; δ

2 ] est une partie fermée et bornée de Rd et ainsi, B(x ; δ
2 ] est un

compact de Ω
Pour i ∈ {1, ..., d}, h ∈[− δ2 ;

δ
2 ], n ∈ N :

fn(x+ hei) = fn(x) +

∫ h

0

∂fn
∂xi

(x+ tei) dt

Par convergence simple : f(x+hei) = f(x) +
∫ h

0
∂f
∂xi

(x+ tei) dt. Ainsi, f admet une

dérivée partielle par rapport à xi en x, ce qui se traduit par : ∂f
∂xi

= gi. Puisque
toutes les dérivées sont C0, f est C1.

Soit K ∈ Ω un compact. ∀a ∈ K, ∃x > 0, B(a, ra[∈ Ω car K⊂ Ω et Ω est ouvert.
Ainsi, par convergence simple de fn vers f et la propriété de Borël-Lebesgue :
∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ≥ N, ∃ un nombre �ni de p de (ai) tels que : |fn(ai) −

f(ai)| ≤ ε
2

Soit ε > 0 et N∈ N correspondant, soit x∈ K, ∃i ∈ {1, ..., p} tel que x∈B(ak, rk[
Puisque f et fn sont toute deux de classe C1 sur Ω, elles le sont aussi sur

B(ak, rk[ et on a :

f(x) = f(ak) +

∫ 1

0

(x− ak)∇f(ak + s(x− ak)) ds

f − n(x) = fn(ak) +

∫ 1

0

(x− ak)∇fn(ak + s(x− ak)) ds

Par l'inégalité triangulaire, nous avons :

|fn(x)−f(x)| ≤ |fn(ak)−f(ak)|+
∫ 1

0

(x−a)∇f(ak+s(x−ak))−∇fn(ak+s(x−ak))|ds

|fn(x)− f(x)| ≤ ε
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Car pour k assez grand, on peut borner le premier terme par convergence
uniforme, de même pour le deuxième. �

Corollaire 2. Soient :

(1) fn, f : Ω→ R avec fn CVS vers f

(2) ∀n ∈ N, fn ∈ Cp(X,Y ) (p ∈ N0)

(3) ∀k ∈ {0, ..., p − s}, les dérivées partielles d'ordre k de fk convergent sim-
plement sur X

(4) les dérivées partielles d'ordre p de fn CVU sur les compact de Ω

Alors :

(1) f ∈ Cp(Ω, Y )

(2) ∀α ∈ Nα : |α| = α1 + ...+ αd ≤ p, ∀x ∈ Ω : ∂αf(x) = lim
n→∞

∂αfn(x)

(3) ∀α ∈ Nα tq |α| ≤ p, la série ∂αfn CVU sur les compact de X vers ∂αf

6. Séries de fonctions

6.1. Retranscriptions des résultats sur les suites :

Définition 17. Soit X un ensemble, E un e.v.n., (un)n une suite de fonction
de X dans Y. On appelle série de terme général (un) la suite de fonctions dé�nie

par : Sn∈N (x) :=
n∑
k=0

uk(x)∀x ∈ X. La série (Sn) de terme général un CVU sur X

lorsque (Sn)n CVU sur X vers S.

Théorème 3. Soit (X, d), un espace métrique, soit a ∈ X tq ∀n ∈ N un est

continue en a et si Sn =
n∑
k=0

uk CVU vers S alors S est continue en a (continuité

locale).

Théorème 4. Soit (X, d) un espace métrique, soit un ∈ C0(X,Y ) ∀n ∈ N, si
n∑
k=0

uk CVU vers S sur X alors S ∈ C0(X, Y) (continuité globale).

Théorème 5. Soit X un pavé de Rd, Y=R, C, Rd ou Cd, un : X → Y une
suite de fonctions Riemann-intégrables sur X. Si Sn, la série de terme général un,
CVU sur X vers S, Alors :

� S est Riemann-intégrable sur sur X
�
∫
X
Sn(t) dt converge

� lim
n→∞

∫
X
Sn(t) dt =

∫
X
S(t) dt

Théorème 6. Soit X ⊂ Rd un ouvert (ou segment pour d=1), Y=R, C, Rd ou
Cd
un : X → Y le terme général d'une série (Sn)n tq :

(1) ∀n ∈ N, un ∈ Cp(X,Y ) (p ∈ N0)

(2) ∀k ∈ {0, ..., p − s}, les dérivées partielles d'ordre k de Sk convergent sim-
plement sur X

(3) les dérivées partielles d'ordre p de Sn CVU sur X

Alors :
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(1) S ∈ Cp(X, Y )

(2) ∀α ∈ Nα : |α| = α1 + ...+ αd ≤ p, ∀x ∈ X : ∂αS(x) = lim
x→∞

∂αSn(x)

(3) ∀α ∈ Nα, la série ∂αSn CVU sur les compact de X vers ∂αS

Ces théorèmes découlent immédiatement des théorèmes équivalents pour les
suites de fonctions sans autre subtilités.

6.2. Convergence normale. Soit X un ensemble et Y un e.v.n

Définition 18. Soit (un)n une suite de fonctions de X→Y. On dit que la série
de terme général (un) converge normalement sur X lorsque

∑
n∈N
||un||∞,X < +∞.

Remarquons qu'il s'agit de la convergence absolue dans (B(X,Y), ||.||∞). Comme
les sommes partielles sont toutes bornées et de terme général positif, si la série
converge normalement, alors elle converge simplement.

Théorème 7 (Critère de Weierstrass). La série de terme général un véri�e le
critère de Weierstrass si :

(1) ∀n ∈ N, ∃Mn ≥ 0 : ||un(x)||∞, X ≤Mn

(2)
∑
n∈N

Mn <∞

Une série converge normalement sur X si et seulement si la série véri�e le critère
de Weierstrass

Théorème 8. Avec les notations précédentes, si (Y, ||.||) est un espace de Ba-

nach et si
n∑
k=0

uk converge normalement sur X, alors
n∑
k=0

uk converge uniformément

sur X.

Démonstration. Puisque Y est de Banach (B(X;Y ), ||.||∞) l'est aussi. Puisque
n∑
k=0

un converge normalement sur X,
n∑
k=0

||uk||∞,X < ∞. Donc, la suite σn =

n∑
k=0

||uk||∞,X est converge dans R+. Donc, (σn)n est de Cauchy de R+. Donc,

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀m, n ≥ N , ||σn, σm||R+ ≤ ε. Fixons ε > 0 et soit N correspon-
dant. Pour x ∈ X :

||Sn(x)− Sm(x)||Y = ||
max(n,m)∑

k=min(n,m)+1

uk(x)||Y

≤
max(n,m)∑

k=min(n,m)+1

||uk(x)||

≤
max(n,m)∑

k=min(n,m)+1

||uk(x)||∞,X

≤ ||σn, σm||R+ ≤ ε
||Sn(x)− Sm(x)||∞,X ≤ ε
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Sn est de Cauchy de (B(X, Y ), ||.||∞) et donc converge dans B(X; , Y ) et converge
alors uniformément vers une fonction f sur X. �

Corollaire 3. Soit fn : X → Y , Y de Banach. On suppose que ∀n ∈
N, ∃Mk ≥ 0, ∀x ∈ X, ||fk+1(x) − fk(x)||Y ≤ Mk et

∑
kMk < ∞. Alors la suite

(fn)n∈N CVU sur X.

Démonstration. Posons ∀n ∈ N, Sn(x) =
n∑
k=0

(fk+1(x) − fk(x)). Cette série

converge normalement sur X par le critère de Weierstrass. Puisque (Y, ||.||Y ) est de
Banach (Sn)n∈N CVU sur X. On a Sn(x) = fn+1−f0(x)∀n ∈ N,∀x ∈ X ⇒ (fn)n∈N
CVU sur X. �

6.3. La transformation d'Abel (pour les série).

Critère 1. Soit (Y, ||.||Y ) un espace vectoriel normé de Banach, soit fn une
suite de R+ décroissante et tendant vers 0, soit (gn)n∈N une suite de vecteurs tq

∃M > 0, ∀n ≥ 0, ||
n∑
k=0

g|| ≤M . Alors la série
∑
fkgk est convergente.

Démonstration. Posons ∀n ∈ N, Sn =
n∑
k=0

fkgk et montrons que cette suite

est de Cauchy. Posons n, m ∈ N avec n < m.

Sm − Sn =

m∑
k=n+1

fkgk

Posons ∀n ∈ N : σn =
n∑
k=0

gk. Ainsi, gn = σn − σn−1.

Donc Sm − Sn =
m∑

k=n+1

fk(σk − σk−1) =
m∑

k=n+1

fkσk −
m∑

k=n+1

fkσk−1 = fmσm −

fn+1σn +
m−1∑
k=n+1

(fk − fk+1)σk. On en déduit que : ||Sm − Sn|| ≤ ||fmσm||Y +

||fn+1σn||+
m−1∑
k=n+1

||(fk − fk+1)σk||Y

||Sm − Sn||Y ≤ ||fmσm||Y + ||fn+1σn||+
m−1∑
k=n+1

||(fk − fk+1)σk||Y

Par hypothèse sur σn :

||Sm−Sn||Y ≤M(fm+fn+1)+M

m−1∑
k=n+1

(fk−fk+1) ≤M(fn+1−fm)+M(fm+f(n+1)) = Mfn+1

Puisque fn → 0 on a ∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ≥ N, 2Mfn < ε. Ainsi, ∀ε > 0, ∃N ∈
N, ∀n, m ≥ N, ||Sm−Sn||Y < ε. Donc Sn est de Cauchy dans (Y, ||.||Y ) de Banach
donc Sn converge. �

Théorème 9. Soit X un ensemble et Y un espace vectoriel normé de Banach,

(fn)n∈N une suite de fonctions X → R+ tq ∀n ≥ 0, fn+1 ≤ fn, fn
CV U→ 0 et

soit (gn)n∈N une suite de fonction de X → Y tq ∃M > 0, ∀n ∈ N, ∀x ∈ X :

||
n∑
k=0

gk(x)||Y ≤M . Alors la série
∑
fngn CVU sur X
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Démonstration. ∀x ∈ X, appliquons le raisonnement du théorème précédent
à fn(x) et gn(x) pour arrive à : ||Sn(x)− Sm(x)||Y ≤ 2Mfn+1(x). Donc, ∀x ∈ X,

||Sn(x)− Sm(x)||Y ≤ 2M ||fn+1||∞,X
D'où ||Sn(x) − Sm(x)||∞,X ≤ 2M ||fn+1||∞,X . ⇒ (Sn)n∈N est de Cauchy dans
(B(X ;Y), ||.||∞,X) et donc (Sn)n∈N CVU sur X �

7. Séries de puissances

7.1. Théorie du rayon.
On s'intéresse à un espace vectoriel réel complet (Y, ||.||Y ) et aux séries de

fonctions de terme général :

un : X = C→ Y : x→ un(x) = an(x− x0)n

où (un)n∈N ∈ Y N, x0 ∈ C �xé. (un)n∈N := le terme général d'une série de puissance.

Définition 19. Avec les notations précédentes, on appelle rayon de la série de
puissances l'élément de R+ dé�nit par :

R =
1

limsup
n→∞

(||an||1/nY )

avec les conventions 1/0 =∞ et 1/∞ = 0

Proposition 13. Soit un = an(z−x0)n le tg d'une série de puissances, notons

R ∈ R+ le rayon. On a les propriétés :

(1) ∀z ∈ C, ||z − x0| < R la série de tg un(z) converge absolument.

(2) ∀z ∈ C, ||z − x0| < R la série de tg un(z) diverge grossièrement. 5

Démonstration.

(1) Soit z ∈ C tq |x0 − z| < R
1
R < 1

|x0−z| ⇒ ∃R̃ tq 1
R < 1

R̃
< 1
|x0−z| .

1
R = limsup

n→∞
||an||1/nY ⇒ ∃N ∈ N tq ∀n ≥ N, ||an||1/n ≤ 1

R̃
⇒ ||an|| ≤ 1

R̃n

Ainsi, ||an(x− x0)n||Y = ||an||.|x0 − z|n ≤ |x0−z|
R̃

n

Or, la série de terme général |x0−z|
R̃

n
est une série géométrique de raison <

1 et est donc convergente

(2) Soit z ∈ C tq |x0 − z| > R 1
R > 1

|x0−z| ⇒ ∃R̃ tq 1
R > 1

R̃
> 1
|x0−z| .

Puisque 1
R = limsup

n→∞
||an||1/nY , ∃φ : N → N strictement croissante tq :

∀n ∈ N,

1

R̃

φ(n)

≤ ||uφ(n)||Y

On en déduit que

|x0 − z|φ(n)

R̃
≤ ||aφ(n)||.|x0 − z|φ(n) = ||aφ(n)(x− x0)φ(n)||Y

5. Le terme général de la série ne tend pas vers 0 (et donc la série diverge)
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Or, |z−x0|
R > 1 et φ(n)→∞ donc la suite ||an(x− x0)n||Y n'est pas bornée

et un diverge grossièrement.

�

Théorème 10. avec les notations précédentes

(1) Si R < ∞ alors, ∀ε > 0 avec ε < R, la série de fonctions de terme général
un(z) = an(z − x0)n converge uniformément sur B(x0;R− ε]

(2) Si R =∞, alors ∀R0 > 0, la série de puissances de terme général an(z−x0)n

converge normalement dans B(x0;R0]

Démonstration. Nous devons montrer les deux cas séparément :

(1) Supposons R < +∞, soit ε ∈]0, R[ et soit • ∈ B(z0, R−ε], alors ‖un(•)‖Y =
‖an(• − z0)n‖Y = ‖an‖Y ‖(• − z0)‖n ≤ ‖an‖Y (R− ε)n, qui est indépendant
de •. De plus, ‖an‖Y (R − ε)n est le terme général d'une série convergente
car R − ε < R et R est son rayon de convergence et donc, par le critère
de Weierstrass, la série de fonction de terme général un(•) = an(• − z0)n

converge normalement sur B(z0, R− ε].
(2) Supposons que R = +∞, soit R0 > 0 et soit • ∈ B(z0, R0] alors, ‖un(•)‖Y =
‖an(• − z0)n‖Y = ‖an‖Y ‖• − z0‖n ≤ ‖an‖Y (R0)n qui est indépendant de
•. De plus, ‖an‖Y (R0)n est le terme général d'une série convergente car
R0 < R = +∞ et R est son rayon de convergence, donc, par le critère de
Weierstrass, nous avons que la fonction de terme général un(•) = an(•−z0)n

converge normalement sur B(z0, R0].

�

Proposition 14. La série de fonction S de terme général un(•) = an(• − z0)
et de rayon de convergence R, converge normalement sur tout compact de B(z0, R[.

Démonstration. Nous avons trois cas :
� Si R = 0 il n'y a rien à démontrer.
� Si R ∈]0,+∞[, soit K un compact de B(z0, R[, alors ∃ε ∈]0, R[ tel que

K ⊆ B(z0, R − ε]. Comme une série de fonctions de terme général un(•) =
an(• − z0) converge normalement sur B(z0, R − ε] la convergence normale
sur K suit.

� Si R = +∞ alors nous avons que B(z0, R[= C. Soit K ⊆ C un compact
∃R0 > 0 tel que K ⊆ B(z0, R0]. Comme une série de fonctions de terme gé-
néral un(•) = an(•−z0) converge normalement sur B(z0, R0] la convergence
normale sur K suit.

�

Proposition 15. La série de puissance S de terme général un(•) = an(•−z0)n

et de rayon de convergence R est continue sur B(z0, R[.

Démonstration. Observons que le terme général de la série de puissance
un : X = C → Y : • 7→ an(• − z0)n est un polynôme ∀n ∈ N et toutes fonction
polynomiale est continue. De plus, ∀K ⊆ B(z0, R[ où K est un compact, nous avons
que la série de terme général un(•) = an(• − z0) est absolument convergente alors

S(•) =
+∞∑
n=0

un(•) est continue sur B(z0, R[. �
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Proposition 16. Soit 0 < R < +∞ le rayon de convergence de la série de
puissance un(•) = an(• − z0)n. Si ∃x0 ∈ ς(z0, R) := {z ∈ C | ‖z − z0‖Y = R} telle
que la série de fonction de terme général un(x0) = an(x0 − z0)n est absolument
convergente alors la série de fonction S(•) de terme général un(•) = an(• − z0)n

converge normalement sur B(z0, R].

Démonstration. Prenons z ∈ B(z0, R] et observons que |an(z − z0)n‖Y =
‖an‖‖z − z0‖n ≤ ‖an‖YRn = ‖an‖‖x0 − z0‖n = ‖an(x0 − z0)n‖ mais la série de
terme général un(z) = an(x0 − z0)n est absolument convergente ce qui signi�e que
la série de terme général ‖an(z − z0)n‖ converge. Observons que ceci ne dépend
pas de z ∈ B(z0, R] alors, par le critères de Weierstrass, nous avons que la série de
fonctions un(•) = an(• − z0)n converge absolument sur B(z0, R]. �

Théorème 11 (D'Abel, radial sur les série de puissances). Si ∃x0 ∈ ς(z0, R)
telle que la série de puissance de terme général un(x0) = an(x0−z0)n converge, alors
la série de puissance de terme général un(•) = an(•− z0)n converge uniformément
sur le segment [z0, x0] := {tx0 + (1− t)z0 | t ∈ [0, 1]}.

Démonstration. Sans perte de généralité, prenons x0 = 0 ∈ C et z0 ∈ R+
0 .

Soit z ∈ [0, z0], un(z) = anz
n = anz

n
0

(
z
z0

)n
et R = z0. Alors, dé�nissons sn =

n∑
k=0

akz0. Il vient un = (sn − sn−1)
(
z
z0

)n
. Alors pour n, p ∈ N avec n > 1 Nous

avons :
n+p∑
k=n

uk(z) =

n+p∑
k=n

(sk − sk−1)
( z
z0

)k
=

n+p∑
k=n

(sk − sn−1)− (sk−1 − sn−1)
( z
z0

)k
=

n+p∑
k=n

(sk − sn−1)
( z
z0

)k
−
n+p∑
k=n

(sk−1 − sn−1)
( z
z0

)k
=

n+p∑
k=n

(sk − sn−1)
( z
z0

)k
−
n+p−1∑
k=n−1

(sk − sn−1)
( z
z0

)k+1

= (sn+p− sn−1)
( z
z0

)n+p

− (sn−1− sn−1)
( z
z0

)n
+

n+p−1∑
k=n

(sk− sn−1)
( z
z0

)k(
1− z

z0

)
Ce qui donne∣∣∣ n+p∑

k=n

uk(z)
∣∣∣ ≤ |(sn+p − sn−1)

( z
z0

)n+p

|+
n+p−1∑
k=n

|(sk − sn−1)|
( z
z0

)k(
1− z

z0

)

= (sn+p − sn−1)
( z
z0

)n+p

|+
n+p−1∑
k=n

|(sk − sn−1)|
(( z

z0

)k
−
( z
z0

)k+1)
Mais, par hypothèse, la série sk, de terme général anzn0 , converge. Prenons ε > 0,
∃N ∈ N tel que ∀n > N , ∀p ∈ N nous avons |Sn+p − Sn−1| ≤ ε. Alors, ∀n > N ,
nous avons :∣∣∣ n+p∑

k=n

uk(z)
∣∣∣ ≤ ε( z

z0

)n+p

+ ε

n+p−1∑
k=n

( z
z0

)k
−
( z
z0

)k+1

= ε
( z
z0

)n
≤ ε
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Notons que pour Sn, les sommes partielles de la série de puissance anzn, nous avons
∀ε > 0 ∃N ∈ N tel que ∀n, p ∈ N tel que n > N , ∀z ∈ [0, z0] nous avons |Sn+p(z)−
Sn(z)| < ε ce qui signi�e ‖Sn+p − Sn‖∞,[0,z0] ≤ ε. Donc (Sn)n∈N est une série de
Cauchy in (B([0, z0], Y ), ‖.‖∞) qui est un espace de Banach donc (Sn)n∈N converge
dans (B([0, z0], Y ), ‖.‖∞). Donc la série de fonction Sn converge absolument sur
[0, z0]. �

Théorème 12 (Produit de Cauchy). Si (an)n, (bn)n ∈ CN sont des séries telle

que le terme général an et bn converge absolument, alors la séries cn =
∞∑
k=0

akbn−k

converge absolument et nous avons que
∞∑
n=0

cn =
( ∞∑
n=0

an

)( ∞∑
n=0

bn

)
.

Théorème 13. Si (an)n, (bn)n ∈ CN sont telle que la série de terme général an

et bn convergent et que la série de terme général cn =
∞∑
k=0

akbn−k converge aussi,

alors nous avons que
∞∑
n=0

cn =
( ∞∑
n=0

an

)( ∞∑
n=0

bn

)
.

Démonstration. Posons que un(z) = anz
n, vn(z) = bnz

n, wn(z) = cnz
n.

Comme la série de terme général an, bn et cn nous avons les rayons de convergences
respectifs : R1, R2, R3 des séries un(z), vn(z) et wn(z) sont tous ≥ 1. nous avons

aussi que A(z) =
∞∑
n=0

un(z), B(z) =
∞∑
n=0

vn(z) et C(z) =
∞∑
n=0

wn(z) sont trois

fonctions continues sur [0, 1] et avec les théorème radial d'Abel, nous avons que ces
fonctions convergent normalement sur tout compacts de B(0, R[ avec R > 1. De
plus nous avons que ∀z ∈ [0, 1[⊆ B(0, R[, les séries de terme général un(z) = anz

n,
vn(z) = bnz

n, wn(z) = cnz
n sont absolument convergentes. Delà, il su�t d'observer

que n ∈ N et z ∈ [0, 1[ nous avons qeu
n∑
k=0

(akz
k)(bn−kz

n−k) =
n∑
k=0

(ak)(bn−k)zn =

zn
n∑
k=0

akbn−k = zncn == cnz
n et par le théorème du produit de Cauchy nous avons

que ∀z ∈ [0, 1[, A(z)B(z) = C(z) et par continuité de ces fonctions en z =1 z = 1

nous avons que A(1)B(1) = C(1)et nous avons que
∞∑
n=0

cn =
( ∞∑
n=0

an

)( ∞∑
n=0

bn

)
�

7.2. Fonctions réelles analytiques.

Définition 20. Soit Y un espace vectoriel normé de Banach et soit une suite
un : R → Y : x 7→ un(x) = an(x − x0)n, où x0 ∈ R, alors nous nommons la série
formelle dérivée de la série de puissance te terme général un, la série de puissance

de terme général u′n : R→ Y : x 7→ u′n(x) =

{
0 si n = 0

nan(x− x0)n−1 si n ≥ 1

Proposition 17. Soit R le rayon de convergence de terme général un et soit
R′ la dérivée formelle de la série de puissance de terme général un, alors R = R′.

Démonstration. Par dé�nition, de R′ nous avons 1
R′ = limsup

n→∞
‖nan‖1/n−1

Y =

limsup
n→∞

n1/n−1 ‖an‖1/n−1
Y = limsup

n→∞
‖an‖1/n−1

Y car n1/n−1 = exp
(

logn
n−1

)
−→
n→∞

1.Alors
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nous avons que 1
R′ = limsup

n→∞
‖an‖1/n−1

Y = limsup
n→∞

(‖an‖1/nY )n/n−1 = limsup
n→∞

‖an‖1/nY =

1
R et donc 1

R = 1
R′ ⇔ R = R′. �

Proposition 18. Soit f la somme de la série de puissance de terme général
un(x) = an(x − x0)n de rayon de convergence R > 0, alors f est C∞ sur ]x0 −
R, x0 +R[ et an = f(n)(x0)

n! .

Démonstration. Le fait que la fonction f soit C∞ vient du fait que un(x) =
an(x − x0)n est une fonction polynomiale ∀n ∈ N, alors fn est aussi une fonction
polynomiale et que toutes fonction polynomiales sont C∞. Prouvons que an =
f(n)(x0)

n! . Soit x ∈]x0−R, x0 +R[ et soit n ∈ N alors nous avons f (n)(x) =
∞∑
k=n

ak(x−

x0)k−n. En particulier pour x = x0 nous avons f (n)(x0) =
∞∑
k=n

ak(x0 − x0)k−n =

an
n!

(n−n)! = ann!⇔ an = f(n)(x0)
n! comme voulu. �

Définition 21. Soit Y un espace vectoriel normé de Banach et soit U ⊆ R
un ensemble ouvert. On dit que f : U → R est réelle analytique sur U si ∀x0 ∈ U ,
∃ε > 0 tel que V =]x0 − ε, x0 + ε[ ⊆ U et on a que f est la somme d'une série de
puissance sur V .

Proposition 19. Soit Y un espace vectoriel normé de Banach, soit U ⊆ R un
ensemble ouvert f : U → R be C∞ on peut dé�nir la série de Taylor de f dans

x0 ∈ U , P (x) =
∞∑
k=0

f(k)(x−x0)k

k! . Et nous avons que f est réelle analytique sur U

⇔ ∀x0 ∈ U , ∃ε(x0) > 0 tel que P converge uniformément vers f sur ]x0− ε, x0 + ε[
.





Chapitre 2

Intégration

1. Intégrale absolument convergente

1.1. Rappel sur l'intégrale de Riemann.

Définition 22. Soit a, b ∈ R tel que a < b. On dit que f : [a, b] → R est
une fonction étagée ⇔ ∃n ∈ N avec n ≥ 1 tq ∃{a0, a1, . . . , an−1, an} ⊆ R et
{λ1, λ2, . . . , λn−1, λn} ⊆ R avec a = a0 < a1 < a2 < · · · < an−1 < an = b et
∀i ∈ {1, 2, . . . , n} nous avons f |[ai−1,ai] = λi. Nous notons l'ensemble des fonctions
étagée f : [a, b]→ R, ξ([a, b],R)

Définition 23. Soit f : [a, b]→ R borné sur [a, b] alors nous dé�nissons :

�
−∫

[a,b]

f(x)dx = inf
f≤ψ∈ξ([a,b],R)

( ∫ b
a
ψ(x)dx

)
.

�
∫
−

[a,b]

f(x)dx = sup
f≥ϕ∈ξ([a,b],R)

( ∫ b
a
ϕ(x)dx

)
.

Proposition 20. Soit f : [a, b] → R une fonction bornée sur [a, b]. f est Rie-
mann intégrable sur [a, b] ⇔ ∀ε > 0, ∃ϕ,ψ ∈ ξ([a, b],R) tel que ∀x ∈ [a, b] nous

avons ϕ(x) ≤ f(x) ≤ ψ(x) tel que
∫ b
a

(ψ(x)− ϕ(x))dx < ε .

Proposition 21. Soit f, g : [a, b]→ R deux fonctions Riemann intégrables sur
[a, b] alors :

(1) ∀λ, µ ∈ R la fonction λf + µg est Riemann intégrable sur [a, b] et
∫ b
a

(λf +

µg)(t)dt = λ
∫ b
a
f(t)dt+ µ

∫ b
a
g(t)dt.

(2) La fonction min(f, g) : [a, b] → R : x 7→ min(f(x), g(x)) est Riemann

intégrable sur [a, b] et
∫ b
a

(min(f, g))(t)dt ≤ min(
∫ b
a
f(t)dt,

∫ b
a
g(t)dt).

(3) La fonction max(f, g) : [a, b] → R : x 7→ max(f(x), g(x)) est Riemann

intégrable sur [a, b] et
∫ b
a

(max(f, g))(t)dt ≥ max(
∫ b
a
f(t)dt,

∫ b
a
g(t)dt).

(4) La fonction |f | : [a, b]→ R : x 7→ |f(x)| est Riemann intégrable sur [a, b] et

|
∫ b
a
f(t)dt| ≤

∫ b
a
|f(t)dt|.

Démonstration. La preuve est laissée en exercice 1 �

1.2. Fonctions absolument intégrables.

1. non, cela n'a rien à voir avec la longueur et la non nécessité de la preuve...

17
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Définition 24. Soit I ⊂ R tel que I 6= ∅ et soit f : I → R on dit que f est
absolument intégrable sur I lorsque : ∀[a, b] ⊂ I, f est Riemann intégrable sur [a, b]

et que sup
[a,b]⊂I

∫ b
a
|f(t)dt| < +∞.

Définition 25. Soit I ⊂ R un interval, on nomme suite exhaustive croissante
de segment de I, toutes suites ([an, bn])n∈N, où ∀n ∈ N, [an, bn] ⊂ I, tel que ∀n ∈ N,
[an, bn] ⊂ [an+1, bn+1] et que ∪

n∈N
[an, bn] = I.

Lemma 1. Soit I ⊂ R un intervalle non vide alors ∃ au moins une suite
([an, bn])n∈N, qui une suite exhaustive croissante de segment de I.

Théorème 14. Soit I ⊂ R un intervalle non vide, soit f : I → R une fonction

absolument intégrable de I alors, la suite αn =
∫ bn
an
f(t)dt converge ∀([an, bn])n∈N

suite exhaustive croissante de segment de I et sa limite ne dépend pas du choix de
la suite ([an, bn])n∈N.

Démonstration. Posons ∀n ∈ N, βn =
∫ bn
an
|f(t)|dt et notons L = sup

[a,b]⊆I

∫ b
a
|f(t)|dt >

+∞ car f est absolument intégrable sur I. De plus, ∀n ∈ N nous avons que βn ≤ L.
Prenons une suite exhaustive croissante de segments ([an, bn])n∈N, alors nous avons
que la suite βn est aussi croissante et nous avons que βn est convergent dans R+

car elle est croissante et bornée. Par ce fait, nous avons que βn est une suite de
Cauchy. Observons que ∀n, p ∈ N nous avons que :

|αn+p − αn| =
∣∣∣ ∫ bn+p

an+p

f(t)dt−
∫ bn

an

f(t)dt
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫ an

an+p

f(t)dt+

∫ bn

an

f(t)dt+

∫ bn+p

bn

f(t)dt−
∫ bn

an

f(t)dt
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫ an

an+p

f(t)dt+

∫ bn+p

bn

f(t)dt
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫ an

an+p

f(t)dt
∣∣∣+
∣∣∣ ∫ bn+p

bn

f(t)dt
∣∣∣

≤
∫ an

an+p

|f(t)|dt+

∫ bn+p

bn

|f(t)|dt

=

∫ an

an+p

|f(t)|dt+

∫ bn

an

|f(t)|dt+

∫ bn+p

bn

|f(t)|dt−
∫ bn

an

|f(t)|dt

=

∫ bn+p

an+p

|f(t)|dt+

∫ bn

an

|f(t)|dt = βn+p − βn = |βn+p − βn|

Comme (βn)n∈N est une suite de Cauchy nous avons que (αn)n∈N est une suite
de Cauchy in (R, |.|). Mais (R, |.|) est un espace vectoriel de Banach et donc nous
avons que (αn)n∈N converge. De plus, prenons |a, b| ⊆ I alors nous avons que
∃N ∈ N tel que ∀n > N , an ≤ a et bn ≥ b ce qui signi�e que [a, b] ⊂ [an, bn] alors
∀n > N nous avons que

∫ b
a
|f(t)|dt ≤ βn ≤ L. Notons l = lim

n→∞
∈ R+ et nous avons

que
∫ b
a
|f(t)|dt ≤ l ∀[a, b] ⊆ I ce qui signi�e que L = sup

[a,b]⊆I

∫ b
a
|f(t)|dt ≤ l et donc

nous avons que L ≤ l et l ≤ L car βn ≤ L ce qui signi�e que L = l. Soit ([an, bn])n∈N
et ([ãn, b̃n])n∈N deux suites exhaustives croissantes de segment de l'intervalle I.
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Posons αn =
∫ bn
an
f(t)dt, βn =

∫ bn
an
|f(t)|dt, α̃n =

∫ b̃n
ãn
f(t)dt, β̃n =

∫ b̃n
ãn
|f(t)|dt. Alors

nous avons que :

|αn − α̃n| =
∣∣∣ ∫ bn

an

f(t)dt−
∫ b̃n

ãn

f(t)dt
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫ max(an,ãn)

min(an,ãn)

f(t)dt+

∫ min(bn,b̃n)

max(an,ãn)

f(t)dt+

∫ max(bn,b̃n)

min(bn,b̃n)

f(t)dt−
∫ max(bn,b̃n)

min(an,ãn)

f(t)dt
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫ max(an,ãn)

min(an,ãn)

f(t)dt+

∫ max(bn,b̃n)

min(bn,b̃n)

f(t)dt
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫ max(an,ãn)

min(an,ãn)

f(t)dt
∣∣∣+∣∣∣ ∫ max(bn,b̃n)

min(bn,b̃n)

f(t)dt
∣∣∣

≤ |βn − β̃n| =
∫ max(an,ãn)

min(an,ãn)

|f(t)|dt+

∫ max(bn,b̃n)

min(bn,b̃n)

|f(t)|dt

=

∫ max(an,ãn)

min(an,ãn)

|f(t)|dt+
∫ min(bn,b̃n)

max(an,ãn)

|f(t)|dt+
∫ max(bn,b̃n)

min(bn,b̃n)

|f(t)|dt−
∫ min(bn,b̃n)

max(an,ãn)

|f(t)|dt

=

∫ max(bn,b̃n)

min(an,ãn)

|f(t)|dt−
∫ min(bn,b̃n)

max(an,ãn)

|f(t)|dt =

∫ b̄n

ān

|f(t)|dt−
∫ b̄′n

ā′n

|f(t)|dt

Ainsi, l = L et
∫ b̄n
ān
|f(t)|dt −→

n→∞
L et

∫ b̄′n
ā′n
|f(t)|dt −→

n→∞
L ce qui signi�e que |αn −

α̃n| ≤ |βn − β̃n| −→
n→∞

L−L = 0. Nous obtenons que αn ne dépend pas du choix de

la suite ([an, bn])n∈N. �

Proposition 22. Soit I = [a, b] ⊂ R alors nous avons que f : I → R est
absolument intégrable sur I ⇔ elle est Riemann intégrable sur I = [a, b] ⊂ R et
dans ce cas nous avons que∫ bn

an

f(t)dt −→
n→∞

∫
[a,b]

f(t)dt =

∫ b

a

f(t)dt

Pour toute suite exhaustive croissante de segments de [a, b], ([an, bn])n∈N.

Démonstration. Prouvons ces deux choses séparément :

� (⇐) Nous avons que f : I → R est Riemann intégrable sur [a, b], ce qui
signi�e que f est Riemann intégrable sur tous segments J ⊂ [a, b]. De plus,
|f | est Riemann intégrable sur [a, b] car f l'est et car [a, b] est un intervalle
alors nous avons que ∃L < +∞ tel que L = sup

[α,β]⊂[a,b]

∫ β
α
|f(t)|dt =

∫ b
a
|f(t)|dt

et donc nous avons que |f | est Riemann intégrable sur [a, b].
� (⇒) Si ([an, bn])n∈N est une suite exhaustive croissante de segments de [a, b]

alors ∃N ∈ N tel que ∀n > N nous avons que [an, bn] = [a, b], alors nous
avons

∫
[a,b]

f(t)dt =
∫ b
a
f(t)dt car f est absolument intégrable sur I par

hypothèse. Ce qui nous donne que f est Riemann intégrable sur I.
�

Proposition 23. Soit I ⊂ R un intervalle non vide, alors l'ensemble L1(I) :=
{f : I → R | f est absolument intégrable sur I} est un espace vectoriel réel, α :
L1(I) → R : f 7→

∫
I
f(t)dt est une forme linéaire sur L1(I) et N : L1(I) → R :

f 7→
∫
I
|f(t)|dt est une pseudo-norme (possède juste les 2 première propriétés de la

norme) sur L1(I).
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1.3. Intégrales convergentes fonction d'une de leurs bornes.

Proposition 24. Soit I ⊂ R un intervalle non vide, soit a ∈ I et soit f :
I → R alors f est absolument intégrable sur I ⇔ nous avons que f est absolument
intégrable sur I∩]−∞, a] et on I∩ [a,+∞[ dans ce cas nous avons que :

∫
I
f(t)dt =∫

I∩]−∞,a]
f(t)dt+

∫
[a,+∞[

f(t)dt.

Démonstration. Prouvons les deux implications séparément :

� (⇒) Comme f est absolument intégrable sur I nous avons que ∀[α, β] ⊆
I ∩ [a,+∞[ donc [α, β] ⊆ I :∫ β

α

|f(t)|dt ≤ sup
[α,β]⊂I

∫ β

α

|f(t)|dt =

∫ b

a

|f(t)|dt < +∞

Ce qui nous donne quef est absolument intégrable sur I ∩ [a,+∞[.
De plus, comme f est absolument intégrable sur I nous avons que ∀[α, β] ⊆
I∩]−∞, a] donc [α, β] ⊆ I :∫ β

α

|f(t)|dt ≤ sup
[α,β]⊂I

∫ β

α

|f(t)|dt =

∫ b

a

|f(t)|dt < +∞

Ce qui nous donne quef est absolument intégrable sur I∩]−∞, a].
Soit ([αn, βn])n∈N une suite exhaustive croissante de segments de l'intervalle
I∩]−∞, a] et soit ([α̃n, β̃n])n∈N une suite exhaustive croissante de segments
de I ∩ [a,+∞[. Alors, nous avons que la suite ([αn, β̃n])n∈N est une suite
exhaustive croissante de segments de I, et nous avons que ∀n ∈ N :∫ β̃n

αn

f(t)dt =

∫ a

αn

f(t)dt+

∫ β̃n

a

f(t)dt

En prenant la limite où n→∞ nous avons :∫
S

i(t)dt =

∫
I∩]−∞,a]

f(t)dt+

∫
I∩[a,+∞[

f(t)dt

� (⇐) Soit [α, β] ⊆ I tel que [α, β] ⊆ I ∩ [a,+∞[ or [α, β] ⊆ I∩]−∞, a] alors
nous avons par hypothèse que f est Riemann intégrable sur [α, β]. D'autre
part, nous avons que a ∈ [α, β] et nous avons par hypothèse que f est abso-
lument intégrable sur [α, a] ⊆ I∩]−∞, a] et on [a, β] ⊆ I ∩ [a,+∞[ donc on
[α, β]. Ce la nous donne que f est Riemann intégrable sur tous compacts deI.
Posons M1 = sup

[α,β]⊆I∩]−∞,a]

∫ β
α
|f(t)|dt et M2 = sup

[α,β]⊆I∩[a,+∞[

∫ β
α
|f(t)|dt.

nous avonstrois cas :

� Si [α, β] ⊆ I∩]−∞, a] nous avons que
∫ β
α
|f(t)|dt ≤M1 ≤M1 +M2.

� Si [α, β] ⊆ I ∩ [a,+∞[ nous avons que
∫ β
α
|f(t)|dt ≤M2 ≤M1 +M2.

� Si a ∈ [α, β] alors
∫ β
α
|f(t)|dt =

∫ a
α
|f(t)|dt+

∫ β
a
|f(t)|dt ≤M1 +M2.

Ce qui signi�e que f est absolument intégrable sur I.
�

Proposition 25. Soit I ⊂ R un intervalle non vide et soit f : I → R absolu-
ment intégrable sur I. Alors, les deux fonctions F1 : I → R : x 7→

∫
I∩]−∞,x]

f(t)dt
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et F2 : I → R : x 7→
∫
I∩][x,+∞]

f(t)dt sont de Lipschitz sur I, ce qui signi�e aussi

que F1, F2 ∈ C0(I,R).

Démonstration. Soit x0 ∈ Int I, alors ∃δ > 0 tel que ]x0 − δ, x0 + δ[⊂ I.
Comme la fonction |f(•)| est Riemann intégrable sur le segment [x0−δ/2, x0+δ/2] ⊂
I, nous avons que ∀x ∈ [x0 − δ/2, x0 + δ/2], |f(x)| ≤ M(x0, δ) et nous avons que
∀x, y ∈ [x0 − δ/2, x0 + δ/2] :

|F (x)− F (y)| =
∣∣∣ ∫ x

y

f(t)dt
∣∣∣ ≤ ∫ max(x,y)

min(x,y)

|f(t)|dt ≤M(x0, δ)|x− y|

Maintenant, prenons x0 ∈ I mais x 6∈ Int I. Alors, comme I = [a, b] est un intervalle
nous avons deux cas :

� x0 = a alors nous avons que la fonction |f(•)| est Riemann intégrable sur
le segment [a, a+ δ[⊂ I que ∀x ∈ [a, a+ δ[, |f(x)| ≤M(a, δ) et nous avons
que ∀x, y ∈ [a, a+ δ[,

|F (x)− F (y)| =
∣∣∣ ∫ x

y

f(t)dt
∣∣∣ ≤ ∫ max(x,y)

min(x,y)

|f(t)|dt ≤M(a, δ)|x− y|

� x0 = b alors nous avons que la fonction |f(•)| est Riemann intégrable sur le
segment [b− δ, b[⊂ I que ∀x ∈ [b− δ, b[, |f(x)| ≤M(b, δ) et nous avons que
∀x, y ∈ [b− δ, b[,

|F (x)− F (y)| =
∣∣∣ ∫ x

y

f(t)dt
∣∣∣ ≤ ∫ max(x,y)

min(x,y)

|f(t)|dt ≤M(b, δ)|x− y|

Alors nous avons que F est une fonction de Lipschitz sur I. �

Théorème 15. Soit I ⊂ R un intervalle non vide, soit f : I → R absolument
intégrable sur I, soit x0 ∈ I et soit f continue sur x0, alors nous avons que F = F1

et F = F2 sont dérivables en x0 et F ′(x0) = f(x0).

Proposition 26. Soit I ⊂ R un intervalle non vide, soit f : I → R absolument
intégrable sur I et de classe Ck sur un voisinage de x0 ∈ I, alors nous avons que
F = F1 et aussi F = F2 est de classe Ck+1 sur un voisinage de x0.

1.4. Critère d'intégrabilité absolu.

Proposition 27. (Critère de domination)
Soit [a, b[⊂ R, soit f : [a, b[→ R et g : [a, b[→ R+ Riemman intégrable sur [a, b[ et
supposons que ∃M ∈ R+ tel que ∀x ∈ [a, b[ nous avons que |f(x)| ≤ Mg(x) alors
nous avons que :

� Si g est absolument intégrable sur [a, b[ alors f est absolument intégrable sur
[a, b[.

� Si f n'est pas absolument intégrable sur [a, b[ alors alors il est de même pour
g.

Démonstration. Prouvons le premiers point, le second étant la contraposée
exacte. Comme g est absolument intégrable sur [a, b[, nous avons que sup

[α,β]⊂[a,b[

∫ β
α
f(t)dt <
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+∞ ce qui signi�e que ∀x ∈ [a, b[, |f(x)| < M |g(x)| où M ∈ R nous avons que
∀[α, β] ⊂ [a, b[ : ∫ β

α

|f(t)|dt ≤
∫ β

α

Mg(t)dt = M

∫ β

α

g(t)dt < +∞

Ce qui nous donne que f est absolument intégrable sur [a, b[. �

Définition 26. Soit I ⊂ R et soit f, g : I → R, alors on dit que f est dominé
par g en x0 ∈ I, noté f =

x0

O(g), si ∃δ > 0 tel que ∃M > 0 avec ∀x ∈ [x0−δ, x0 +δ],

|f(x)| ≤M |g(x)|.

Définition 27. Soit I ⊂ R et soit f, g : I → R, alors on dit que f est négli-
geable par rapport à g sur un voisinage de x0, noté f =

x0

O(g), si ∀ε > 0, ∃δ > 0 tel

que ∀x ∈ [x0 − δ, x0 + δ], |f(x)| ≤ ε|g(x)|.

Définition 28. Soit I ⊂ R et soit f, g : I → R, alors on dit que f est est
équivalent à g sur un voisinage de x0 ∈ I, noté f ∼

b
g si nous avons que f−g =

b
O(g).

Proposition 28. (Critère d'équivalence)
Soit [a, b[⊂ R, soit f : [a, b[→ R et g : [a, b[→ R+, Riemann intégrables sur [a, b[
alors si, f ∼

x→b−
g, nous avons que :

� Si g est absolument intégrable sur [a, b[, alors f est aussi absolument inté-

grable sur [a, b[ et que
∫ b
a
|f(t)|dt ∼

x→b−

∫ b
a
g(t)dt.

� Si g n'est pas absolument intégrable sur [a, b[ alors il en est de même pour

f et
∫ b
a
|f(t)|dt ∼

x→b−

∫ b
a
g(t)dt et elles tendent vers ∞.

Démonstration. Prouvons les deux points séparément :
� Comme |f | ∼

x→b−
g, ∃δ ∈]0, b− a[ tel que ∀x ∈]b− δ, b[ :

|f(x)| − g(x) ≤ |f(x)− g(x)| ≤ g(x)⇔ |f(x)| ≤ 2g(x)

Comme g est absolument intégrable sur [a, b[, g est absolument intégrable
sur ]b−δ, b[ ce qui signi�e, par le critère de domination, que f est absolument
intégrable sur ]b−δ, b[. Par le fait que f est Riemann intégrable sur [a, b−δ],
qui est un intervalle, nous avons que f est absolument intégrable sur [a, b−δ]
et donc f est absolument intégrable sur [a, b[. A partir de là, �xons ε ∈]0, 1[,
alors ∃δε ∈]0, b−a] tel que ∀x ∈]b−δε, b[, |f(x)−g(x)| ≤ εg(x) ce qui signi�e
que ∀t ∈]b− δε, b[ :

(1−ε)g(t) ≤ |f(t)| ≤ (1+ε)g(x)⇔ (1−ε)
∫ b

x

g(t)dt ≤
∫ b

x

|f(t)|dt ≤ (1+ε)

∫ b

x

g(t)dt

⇔
∣∣∣ ∫ b

x

|f(t)|dt−
∫ b

x

g(t)dt
∣∣∣ ≤ ε∫ b

x

g(t)dt⇔
∫ b

x

|f(t)|dt ∼
x→b−

∫ b

x

g(t)dt

� Le fait que g n'est pas absolument intégrable sur [a, b[ suit de la contraposée
exacte du premier point. Fixons ε ∈]0, 1[. Alors nous avons que ∃δ1 ∈]0, b−a]
tel que ∀x ∈]b−δ1, b[, |f(x)−g(x)| ≤ ε

2g(x) ce qui signi�e que ∀x, t ∈]b−δ1, b[
nous avons que :

(1− ε
2

)g(t) ≤ |f(t)| ≤ (1+
ε

2
)g(x)⇔ (1− ε

2
)

∫ x

b−δ1
g(t)dt ≤

∫ x

b−δ1
|f(t)|dt ≤ (1+

ε

2
)

∫ x

b−δ1
g(t)dt



1. INTÉGRALE ABSOLUMENT CONVERGENTE 23

⇔
∣∣∣ ∫ x

b−δ1
|f(t)|dt−

∫ x

b−δ1
g(t)dt

∣∣∣ ≤ ε

2

∫ x

b−δ1
g(t)dt⇔

∫ x

b−δ1
|f(t)|dt ∼

x→b−

∫ x

b−δ1
g(t)dt

De plus, par le fait que g est non riemann intégrable sur [a, b[ et que ∀x ∈
[a, b[, g(x) ≥ 0, nous avons que

∫ x
a
g(t)dt −→

x→b−
+∞. Et donc nous avons que

∃δ2 ∈]0, δ1[ tel que ∀x ∈ [b− δ2, b[ :

2
∫ b−δ1
a

(|f(t)|+ g(t))dt

ε
≤
∫ x

a

g(t)dt

Ce qui nous donne que ∀x ∈ [b− δ2, b[ :∣∣∣ ∫ x

a

|f(t)|dt−
∫ x

a

g(t)dt
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫ b−δ1

a

|f(t)|dt+
∫ b−δ1

a

g(t)dt
∣∣∣+∣∣∣ ∫ x

b−δ1
|f(t)|dt−

∫ x

b−δ1
g(t)

∣∣∣
≤
∣∣∣ ∫ b−δ1

a

(|f(t)|+g(t))dt
∣∣∣+ ε

2

∫ x

b−δ1
g(t) ≤ ε

2

∫ x

a

g(t)dt+
ε

2

∫ x

a

g(t)dt = ε

∫ x

a

g(t)dt

Cela signi�e que : ∫ x

a

|f(t)|dt ∼
x→b−

∫ x

a

g(t)dt

�

1.5. Fonction de références de Riemann.

Proposition 29. Soit α ∈ R, soit la fonction f : R→ R : x 7→ x−α alors, si :
� R = [1,+∞[, f est absolument intégrable sur [1,+∞[ ⇔ α > 1.
� R =]0, 1], f est absolument intégrable sur ]0, 1] ⇔ α < 1.

Démonstration. Prouvons les deux points séparément :
� Nous avons que la fonction f : [1,+∞[→ R : x 7→ x−α est continue sur

[1,+∞[ et donc elle est Riemann intégrable sur tout le segment [1, x] ⊂
[1,+∞[, alors nous avons aussi que f est positive et que pour α 6= 1, ∀x > 1 :∫ x

1

∣∣∣dx
xα

∣∣∣ =

∫ x

1

dx

xα
=
[ x1−α

1− α

]x
1

=
x1−α − 1

1− α
−→
x→+∞

{
1

α−1 si α > 1

+∞ si α < 1

Cela signi�e que la fonction f : [1,+∞[→ R : x 7→ x−α est absolument
intégrable ⇔ α > 1.

� La fonction f :]0, 1] → R : x 7→ x−α est continue sur ]0, 1] et donc est
Riemann intégrable sur tous segments [a, b] ⊆]0, 1] alors nous avons comme
f est positive que pour α 6= 1, ∀x > 1 :∫ b

a

∣∣∣dx
xα

∣∣∣ =

∫ b

a

dx

xα
=
[ x1−α

1− α

]b
a

=


b1−α−a1−α

1−α < 1
α−1 si α < 1

b1−α−a1−α
1−α ≥ (α−1)−1

aα−1 −M −→
a→0+

+∞ si α > 1

Ainsi, la fonction f :]0, 1]→ R : x 7→ x−α est absolument intégrable ⇔ α <
1.

�



24 2. INTÉGRATION

1.6. Changement de base.

Théorème 16. (Changement de base pour l'intégration)
Soit I, J ⊂ R deux intervalles, soit ϕ : I → J be une bijection de classe C1, soit
f : J → R est Riemmann intégrable sur J , alors la fonction f est absolument
intégrable sur J ⇔ la fonction (foϕ) × ϕ′(•) est absolument intégrable sur I et
dans ce cas nous avons que

∫
I
(foϕ)(x)ϕ′(x)dx =

∫
J
f(t)dt.

Démonstration. Observons que ϕ : I → J est une bijection de classe C1, ϕ
est continue et donc est monotone. Nous avons donc 2 cas à traiter :

� Si ϕ est strictement croissante sur I = [a, b] :
(⇒) Alors nous avons que ∀([an, bn])n∈N suites exhaustives croissantes de
segments, I = [a, b] la suite ([ϕ(an), ϕ(bn)])n∈N est une suite exhaustive
croissante de segments de J = [ϕ(an), ϕ(bn)]. De plus, par le changement
de base pour l'intégration vu l'année dernière, nous avons que ∀n ∈ N nous
avons que :∫ bn

an

|(foϕ)× ϕ′(x)|dx =

∫ bn

an

|(foϕ)(x)|ϕ′(x)dx =

∫ ϕ(bn)

ϕ(an)

|f(t)|dt

Comme f est absolument intégrable sur J nous avons que ∃M ∈ N tel que
∀K ⊂ J segments nous avons que

∫
K
|f(t)|dt ≤M alors ∀n ∈ N nous avons

que : ∫ bn

an

|(foϕ)× ϕ′(x)|dx =

∫ ϕ(bn)

ϕ(an)

|f(t)|dt ≤M

Donc, nous savons que la fonction (foϕ)× ϕ′(•) est absolument intégrable
sur I.
(⇐) Réciproquement, nous avons que si la fonction (foϕ)× ϕ′(•) est abso-
lument intégrable sur I, alors ∃M ∈ N tel que ∀K ⊂ I où K est a segment,
nous avons que :∫

K

|(foϕ)× ϕ′(x)|dx =

∫
K

|(foϕ)(x)|ϕ′(x)dx ≤M

Alors ∀n ∈ N nous avons que :∫ ϕ(bn)

ϕ(an)

|f(t)|dt =

∫ bn

an

|(foϕ)× ϕ′(x)|dx =

∫ bn

an

|(foϕ)(x)|ϕ′(x)dx ≤M

Donc, nous avons que la fonction f est absolument intégrable sur tous seg-
ments [an, bn] mais comme nous savons que la suite, ([ϕ(an), ϕ(bn)])n∈N ⊂ J
est une suite exhaustive croissante de segments nous avons que [an, bn] ⊂ I
en est aussi une et en prenant sa limite, nous avons que [an, bn] ⊂ I converge
vers I = [a, b].

� Si ϕ est strictement décroissante sur I = [a, b] :
(⇒) Alors nous avons que ∀([an, bn])n∈N suite exhaustive croissante de seg-
ments de I = [a, b] la suite ([ϕ(bn), ϕ(an)])n∈N est une suite exhaustive
croissante de segments de J = [ϕ(bn), ϕ(an)]. De plus, par le changement
de base pour l'intégration vu l'année dernière, nous avons que ∀n ∈ N nous
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avons que :∫ bn

an

|(foϕ)× ϕ′(x)|dx = −
∫ bn

an

|(foϕ)(x)|ϕ′(x)dx =

∫ ϕ(an)

ϕ(bn)

|f(t)|dt

Comme f est absolument intégrable sur J nous avons que ∃M ∈ N tel que
∀K ⊂ J segments nous avons que

∫
K
|f(t)|dt ≤M alors ∀n ∈ N nous avons

que : ∫ bn

an

|(foϕ)× ϕ′(x)|dx =

∫ ϕ(an)

ϕ(bn)

|f(t)|dt ≤M

Donc, nous avons que la fonction (foϕ) × ϕ′(•) est absolument intégrable
sur I.
(⇐) Réciproquement, nous avons que si la fonction (foϕ)× ϕ′(•) est abso-
lument intégrable sur I, alors ∃M ∈ N tel que ∀K ⊂ I où K est un segment,
nous avons que :∫

K

|(foϕ)× ϕ′(x)|dx = −
∫
K

|(foϕ)(x)|ϕ′(x)dx ≤M

Alors ∀n ∈ N nous avons que :∫ ϕ(an)

ϕ(bn)

|f(t)|dt =

∫ bn

an

|(foϕ)× ϕ′(x)|dx ≤M

Donc, nous avons que la fonction f est absolument intégrable sur tous seg-
ments [an, bn] mais comme nous savons que la suite, ([ϕ(bn), ϕ(an)])n∈N ⊂ J
est une suite exhaustive croissante de segments nous avons que [an, bn] ⊂ I
en est aussi une et en prenant sa limite, nous avons que [an, bn] ⊂ I converge
vers I = [a, b].

�

2. Intégrales convergentes

2.1. Dé�nitions.

Définition 29. Soit I ⊂ R un intervalle, soit f : I → R Riemann intégrable
sur tous segments de I alors on dit que l'intégrale de f converge sur I si pour
toutes suite exhaustive strictement croissante de I, ([an, bn])n∈N, la suite (αn =∫ bn
an
f(t)dt)n∈N est convergente et sa limite ne dépend pas de la suite choisie I,

([an, bn])n∈N.

Proposition 30. Soit I ⊂ R, un intervalle, soit f : I → R absolument inté-
grable sur I, alors l'intégrale de f converge sur I.

Proposition 31. Soit I ⊂ R un intervalle, soit f : I → R Riemann intégrable
sur tous segments de I, alors l'intégrale de f converge sur I ⇔ pour toute suite
exhaustive strictement croissante de I, ([an, bn])n∈N nous avons que la suite (αn =∫ bn
an
f(t)dt)n∈N est une suite de Cauchy sur R.

Démonstration. La preuve constitue une partie du travail personnel �
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2.2. Théorème de la moyenne.

Théorème 17. (Théorème de la moyenne pour l'intégrale)
Soit [a, b] ⊆ R un segments, soit f, g : [a, b]→ R, deux fonctions Riemann intégrable
sur [a, b], soit g(x) ≥ 0 ∀x ∈ [a, b] et g est décroissante, alors nous avons que

∃c ∈ [a, b] tel que
∫ b
a
f(t)g(t)dt = g(a)

∫ c
a
f(t)dt.

Démonstration. Soit N ∈ N, alors on subdivise l'intervalle [a, b] en posant

∀i ∈ {0, 1, . . . , N} que xi = a+ (b−a)
N i. Posons IN =

N−1∑
j=0

∫ xj+1

xj
f(x)g(xj)dx. Obser-

vons que∣∣∣IN − ∫ b

a

f(x)g(x)dx
∣∣∣ =

∣∣∣N−1∑
j=0

∫ xj+1

xj

f(x)g(xj)dx−
N−1∑
j=0

∫ xj+1

xj

f(x)g(x)dx
∣∣∣

≤
N−1∑
j=0

∫ xj+1

xj

|(f(x)g(xj))− (f(x)g(x))|dx =

N−1∑
j=0

∫ xj+1

xj

|f(x)||g(x)− g(xj)|dx

≤
N−1∑
j=0

∫ xj+1

xj

|f(x)||g(xj)− g(xj+1)|dx

La dernière inégalité vient du fait que g est décroissante on [a, b]. Introduisons la
fonction K : [a, b] → R+ : x 7→

∫ x
a
|f(t)|dt Comme la fonction f est Riemann

intégrable sur [a, b] nous avons que la fonction K est de Lipschitz sur [a, b], en
particulier, nous avons que la fonction K est uniformément continue sur [a, b]. K
est une fonction de Lipschitz sur [a, b] car f est continue sur [a, b] et donc, en
particulier, elle est bornée. donc nous avons que ∀x ∈ [a, b], |f(x)| ≤ M et alors

∀x, y ∈ [a, b] nous avons que |F (x)− F (y)| =
∣∣∣ ∫ yx f(t)dt

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫ yx Mdt
∣∣∣ = M |x − y|.

Posons ω(N) = sup
t∈
[
a,b− (b−a)

N

](K(t− (b−a)
N )−K(t)) et donc nous avons, par continuité

uniforme de K sur [a, b], que ω(N) −→
N→∞

0. Alors nous avons que

∣∣∣IN − ∫ b

a

f(x)g(x)dx
∣∣∣ ≤ N−1∑

j=0

∫ xj+1

xj

|f(x)||g(xj)− g(xj+1)|dx

=
N−1∑
j=0

(K(xj+1)−K(xj))|g(xj)− g(xj+1)|dx

≤ ω(N)

N−1∑
j=0

|g(xj)− g(xj+1)| =≤ ω(N)

N−1∑
j=0

(g(xj)− g(xj+1))| = ω(N)(g(a)− g(b))

Nous en déduisons que IN converge vers
∫ b
a
f(t)dt. Introduisons F : [a, b]→ R :

x 7→
∫ x
a
f(t)dt et observons que :

IN =

N−1∑
j=0

∫ xj+1

xj

f(x)g(xj)dx =

N−1∑
j=0

g(xj)(F (xj+1)− F (xj))

=

N−1∑
j=0

g(xj)F (xj+1)−
N−1∑
j=0

g(xj)F (xj) =

N∑
j=1

g(xj−1)F (xj)−
N−1∑
j=0

g(xj)F (xj)
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= g(xN−1)F (xN )− g(x0)F (x0) +

N−1∑
j=1

(g(xj−1)− g(xj))F (xj)

Comme F est C0 on [a, b] nous avons que f est aussi Riemann intégrable sur
[a, b], elle est aussi bornée et atteint ses bornes, m et M . Donc, ∀N ∈ N nous avons
que :

m
(
g(xN−1) +

N−1∑
j=0

(g(xj−1)− g(xj))
)
≤ IN ≤M

(
g(xN−1) +

N−1∑
j=0

(g(xj−1)− g(xj))
)

Ce qui signi�e que mg(x0) ≤ IN ≤ Mg(x0), et, en prenant la limite, que mg(a) ≤∫ b
a
f(t)g(t)dt ≤Mg(a). Pour conclure :
� Si g(a) = 0 alors g(x) = 0 ∀x ∈ [a, b] et chaque c ∈ [a, b] convient.
� Sinon, nous avons que g(a) > 0 et nous avons que m ≤ 1

g(a)

∫ b
a
f(t)g(t)dt ≤

M avec m = min
x∈[a,b]

F (x) etM = max
x∈[a,b]

F (x), par la continuité de F sur [a, b]

nous avons que ∃c ∈ [a, b] tel que F (c) = 1
g(a)

∫ b
a
f(t)g(t)dt.

�

2.3. Critère de convergence d'intégrales.

Théorème 18. (Théorème d'Abel pour les intégrales)
Soit −∞ < a < b ≤ +∞ et soit f, g : [a, b[→ R deux fonctions Riemann intégrable
sur tous segments de [a, b] alors si :

� ∃M > 0 tel que ∀x ∈]a, b[, nous avons que |
∫ x
a
f(t)dt| ≤M .

� g(x) ≥ 0 ∀x ∈]a, b[, g décroissante on ]a, b[ avec g(x) −→
x→b−

0.

Alors nous avons que l'intégrale de la fonction (fg)(•) converge sur [a, b[.

Démonstration. Soit ([an, bn])n∈N une suite exhaustive croissante de seg-
ments de [a, b[ alors nous avons que ∃N ∈ N tel que ∀n > N , an = a. Posons
αn =

∫ bn
a
f(t)g(t)dt, alors ∀n > N , ∀p ∈ N nous avons que :

αn+p − αn =

∫ bn+p

a

f(t)g(t)dt−
∫ bn

a

f(t)g(t)dt =

∫ bn+p

bn

f(t)g(t)dt

Par le théorème de la moyenne pour les intégrales, nous avons que ∃cn ∈ [a, b] tel
que :

αn+p − αn = g(bn)

∫ cn

bn

f(t)dt

Ce qui nous donne que, comme |F (x)| < M par hypothèse :

|αn+p − αn| = g(bn)
∣∣∣ ∫ cn+p

bn

f(t)dt
∣∣∣ = g(bn)

∣∣∣ ∫ cn+p

a

f(t)dt−
∫ bn

a

f(t)dt
∣∣∣

= g(bn)|F (cn+p)− F (bn)| ≤ g(bn)
(
|F (cn+p)|+ |F (bn)|

)
≤ 2Mg(bn)

Soit ε > 0 alors comme bn −→
n→∞

b− et que g(x) −→
x→b−

0 nous avons que ∃Nε ∈ N avec

Nε > N tel que ∀n > Nε, g(bn) ≤ ε/2M . Et �nalement, ∀n > Nε, |αn+p − αn| ≤ ε
ce qui signi�e que la série (αn)n∈N est une suite de Cauchy dans R et donc par le
critère de Cauchy, nous avons que l'intégrale de la fonction fg(•) est convergente
sur [a, b[. �





Chapitre 3

Intégrales à paramètres

1. Résultats d'existence, continuité et dérivabilité

Définition 30. On dit que l'espace métrique (X, d) est localement compact
lorsque ∀x ∈ X ∀O ⊂ X ouvert tel que x ∈ O nous avons que ∃K ⊂ O compact
avec x ∈ K.

Proposition 32. Soit (X, d) un espace métrique localement compact, soit
a, b ∈ R tel que a < b, soit f : X × [a, b] → R avec f continue sur X × [a, b]

alors nous avons que F : X → R : x 7→
∫ b
a
f(x, t)dt est bien dé�nie et continue sur

X.

Démonstration. Soit x0 ∈ X, la fonction g : [a, b] → R : t 7→ f(x0, t) est
continue sur [a, b], ∀x0 ∈ X. Elle est donc aussi Riemann intégrable sur [a, b], ce
qui signi�e que F : X → R : x 7→

∫ b
a
f(x, t)dt est bien dé�nie. Soit x0 ∈ X, K ⊂ X

un voisinage compact de x0 alors la fonction f : K × [a, b] → R est continue sur
K× [a, b]. Comme K× [a, b] est compact, car K et [a, b] sont compacts, nous avons
que f : K × [a, b]→ R est uniformément continue sur K × [a, b] ce qui signi�e que
∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que ∀x1, x2 ∈ K avec d(x1, x2) < δ, ∀t1, t2 ∈ [a, b] avec |t1, t2| < δ
nous avons |f(x1, t1) − f(x2, t2)| < ε/(a − b) = ε̄. Fixons ε > 0 et x ∈ K tel que
d(x0, x) < δ nous avons que :

|F (x)− F (x0)| =
∣∣∣ ∫ b

a

f(x, t)dt−
∫ b

a

f(x0, t)dt
∣∣∣

≤
∫ b

a

|f(x, t)− f(x0, t)|dt ≤ ε̄(b− a) = ε

Ce qui nous donne que ∀x0 ∈ X, ∀ε > 0, ∃ un voisinage de x0, K ∩ B(x0, δ[, dans
lequel |F (x)− F (x0)| ≤ ε et donc F est continue sur X. �

Proposition 33. Soit X un ouvert de Rd localement compact, soit a, b ∈ R
tel que a < b, soit f : X × [a, b]→ R de classe C0 sur X × [a, b]. Supposons que f
possède des dérivées par rapport à xi, ∀i ∈ {1, . . . , d} en tous points (x, t) ∈ X×[a, b]

avec ∂f
∂xi

: X × [a, b]→ R continue sur X × [a, b], alors la fonction F dé�nie par :

F : X → R : x 7→
∫ b

a

f(x, t)dt

est C1 sur X et nous avons ∀x ∈ X, ∀i ∈ {1, . . . , d} que

∂F

∂xi
(x) =

∫ b

a

∂f

∂xi
(x, t)dt

29
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Démonstration. La fonction F est dé�nie et continue sur X par l'hypothèse
que f ∈ C0(X × [a, b],R) et la proposition 32. Fixons x0 ∈ X et prenons δ > 0
tel que B(x0, δ[⊂ X. Un tel δ existe car X est un ouvert de Rd. Observons que
∀t ∈ [a, b] la fonction f∗ : X → R : x 7→ f(x, t) est de classe C1 sur B(x0, δ[.
Soit {e1, e2, . . . , ed} la base canonique de Rd alors nous avons que ∀h ∈ R tel que
0 < |h| < δ et ∀i ∈ {1, 2, . . . , d} :

f(x0 + hei, t)− f(x0, t) =

∫ h

0

∂f

∂xi
(x0 + sei, t)ds = h

∫ 1

0

∂f

∂xi
(x0 + sei, t)ds

Par la proposition 32, le membre de droite est une fonction C0 sur [a, b] et nous
obtenons que :

F (x0 + hei)− F (x0) = h

∫ b

a

(∫ 1

0

∂f

∂xi
(x0 + sei, t)ds

)
dt

⇔ F (x0 + hei)− F (x0)

h
=

∫ b

a

(∫ 1

0

∂f

∂xi
(x0 + sei, t)ds

)
dt

Ainsi, le membre de droite de l'égalité est une fonction continue de h ∈]− δ, δ[
en appliquant la proposition 32 avec l'hypothèse : ∀i ∈ {1, 2, . . . , d}, ∂f

∂xi
est C0 sur

X × [a, b], ce qui signi�e que :

F (x0 + hei)− F (x0)

h
−→
h→0

∫ b

a

(∫ 1

0

∂f

∂xi
(x0, t)ds

)
dt =

∫ b

a

∂f

∂xi
(x0, t)dt

⇔ ∂F

∂xi
(x0) =

∫ b

a

∂f

∂xi
(x0, t)dt

Donc F est dérivable dans toutes directions ∀x0 ∈ X. De plus, par la proposition
32, ∂F

∂xi
∈ C0(X,R) ce qui signi�e que F ∈ C1(X,R). �

2. Intégrales dé�nies sur un segment variable

Proposition 34. Soient a, b, α, β ∈ R tel que a < b, α < β et soit la fonction
f : [α, β]× [a, b]→ R, continue sur [α, β]× [a, b] alors la fonction :

F : [α, β]× [a, b]→ R : (x, t) 7→
∫ t

a

f(x, s)ds

est continue sur [α, β]× [a, b].

Démonstration. Soit (x, t) ∈ [α, β] × [a, b] et soit (∆x,∆t) ∈ R2 tel que
(x+ ∆x, t+ ∆t) ∈ [α, β]× [a, b]. Alors nous avons que :

F (x+ ∆x, t+ ∆t)− F (x, t) =

∫ t+∆t

a

f(x+ ∆x, s)ds−
∫ t

a

f(x, s)ds

=

∫ t

a

f(x+ ∆x, s)ds+

∫ t+∆t

t

f(x+ ∆x, s)ds−
∫ t

a

f(x, s)ds

=

∫ t

a

(f(x+ ∆x, s)− f(x, s))ds+

∫ t+∆t

t

f(x+ ∆x, s)ds

Comme f est continue sur [α, β] × [a, b], qui est un compact, f est uniformément
continue sur [α, β]×[a, b]. Donc ∀ε > 0, ∃δε > 0 tel que |∆x| < δε, ∀s ∈ [a, t] ⊆ [a, b] :

|f(x+ ∆x, s)− f(x, s)| ≤ ε/2(b− a)
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Comme f est continue sur [α, β]× [a, b] qui est un compact, ∃M ∈ R+ tel que
∀(x, t) ∈ [α, β]× [a, b] nous avons que f(x, t) ≤M . Cela signi�e que si nous prenons
∆t ≤ ε/2M :∣∣∣ ∫ t+∆t

t

f(x+ ∆x, s)ds
∣∣∣ ≤ ∫ t+∆t

t

|f(x+ ∆x, s)|ds ≤
∫ t+∆t

t

Mds = ∆tM ≤ ε/2

Donc, ∀ε > 0, en prenant |∆x| ≤ δε, |∆t| ≤ ε/M :

|F (x+∆x, t+∆t)−F (x, t)| ≤
∣∣∣ ∫ t

a

(f(x+∆x, s)−f(x, s))ds+

∫ t+∆t

t

f(x+∆x, s)ds
∣∣∣

≤
∣∣∣ ∫ t

a

(f(x+ ∆x, s)− f(x, s))ds
∣∣∣+
∣∣∣ ∫ t+∆t

t

f(x+ ∆x, s)ds
∣∣∣

≤
∫ t

a

|f(x+ ∆x, s)− f(x, s)|ds+ ε/2 ≤
∫ t

a

(ε/2(b− a))ds+ ε/2

= (t− a)(ε/2(b− a)) + ε/2 ≤ (b− a)(ε/2(b− a)) + ε/2 = ε/2 + ε/2 = ε

Cela signi�e que la fonction F est continue sur [α, β]× [a, b]. �

Proposition 35. Soit a, b, α, β ∈ R tel que a < b, α < β, soient les fonctions
f : [α, β] × [a, b] → R continue sur [α, β] × [a, b] et soient les deux fonctions ϕ,ψ :
[α, β]→ [a, b] continues sur [α, β], alors la fonction F dé�nie par :

F : [α, β]→ R : x 7→ F (x) =

∫ ψ(x)

ϕ(x)

f(x, s)ds

est continue sur le segment [α, β].

Démonstration. ∀(x, T1, T2) ∈ [α, β]× [a, b]2, posons :

F1(x, T1, T2) =

∫ T2

T1

f(x, s)ds =

∫ T2

a

f(x, s)ds︸ ︷︷ ︸
a©

−
∫ T1

a

f(x, s)ds︸ ︷︷ ︸
c©

Or, a© est C0 sur [α, β] × [a, b] avec T1 ∈ [a, b] et c© est C0 sur [α, β] × [a, b] avec
T2 ∈ [a, b]. Cela signi�e que la fonction F1 est C0 sur [α, β]×[a, b]2. Par composition,
ϕ,ψ : [α, β]→ [a, b] nous avons que la fonction F (x) = F1(x, ϕ(x), ψ(x)) est C0 sur
[α, β]. �

Proposition 36. Soit a, b, α, β ∈ R tel que a < b et α < β. Soit f : [α, β] ×
[a, b]→ R continue sur [α, β]× [a, b]. Si ∂f∂x existe et est C0 sur [α, β]× [a, b] alors,
la fonction F dé�nie par :

F : [α, β]× [a, b]→ R : (x, t) 7→
∫ t

a

f(x, s)ds

est C1 sur [α, β]× [a, b].

Démonstration. Comme la fonction f est continue sur [α, β] × [a, b] et que
la fonction ∂f

∂x existe et est C0 sur [α, β]× [a, b] nous avons par proposition 33 que
∀(x0, t0) ∈ [α, β]× [a, b] :

∂F

∂x
(x0, t0) =

∫ t0

a

∂f

∂x
(x0, s)ds
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De plus, par la proposition 34, appliquée à la fonction ∂F
∂x : [α, β]× [a, b]→ R,

la fonction ∂F
∂x est C0 sur [α, β]× [a, b]→ R.

Par le théorème fondamental de l'analyse, nous avons que ∀(x0, t0) ∈ [α, β] ×
[a, b] :

F (x0, t0) =

∫ t0

a

f(x0, s)ds⇔
∂F

∂t
(x0, t0) = f(x0, t0)

Comme f : [α, β] × [a, b] → R est continue sur [α, β] × [a, b], la fonction ∂F
∂t :

[α, β] × [a, b] → R est aussi C0 sur [α, β] × [a, b]. Cela signi�e que F est C1 sur
[α, β]×[a, b] car toutes ses dérivées partielles existent et sont C0 sur [α, β]×[a, b]. �

Proposition 37. Soit a, b, α, β ∈ R tel que a < b, α < β. Soit la fonction
f : [α, β] × [a, b] → R, continue sur [α, β] × [a, b]. Si ∂f

∂x existe et est C0 sur

[α, β] × [a, b] et que les deux fonctions, ϕ,ψ : [α, β] → [a, b] sont C1 sur [α, β],
alors la fonction F dé�nie par :

F : [α, β]→ R : x 7→ F (x) =

∫ ψ(x)

ϕ(x)

f(x, s)ds

est C1 sur le segment [α, β] et ∀x ∈ [α, β] :

d

dx

(∫ ψ(x)

ϕ(x)

f(x, s)ds

)
(x) = ψ′(x)f(x, ψ(x))− ϕ′(x)f(x, ϕ(x)) +

∫ ψ(x)

ϕ(x)

∂f

∂x
(x, s)ds

Démonstration. Soit x ∈ [α, β], nous avons que :∫ ψ(x)

ϕ(x)

f(x, s)ds =

∫ ψ(x)

a

f(x, s)ds−
∫ ϕ(x)

a

f(x, s)ds = F∗(x, ψ(x))− F∗(x, ϕ(x))

Par la proposition 36, F∗ ∈ C1([α, β] × [a, b],R). Par compositions des fonctions
ϕ,ψ : [α, β]→ [a, b], qui sont toutes deux C1 sur [α, β], les deux fonctions :

F1 : [α, β]→ R : x 7→ F1(x) = F∗(x, ϕ(x))

F2 : [α, β]→ R : x 7→ F2(x) = F∗(x, ψ(x))

sont C1 sur [α, β]. Observons que F (x) = F2(x)− F1(x) et concluons grâce au fait
que F est C1 sur [α, β].

De plus :

d

dx

∫ ψ(x)

ϕ(x)

f(x, s)ds =
d

dx
F (x) =

d

dx
F2(x)− d

dx
F1(x) =

dF∗
dx

(x, ψ(x))−dF∗
dx

(x, ϕ(x))

=
∂F∗
∂x

(x, ψ(x)) + ψ′(x)
∂F∗
∂t

(x, ψ(x))− ∂F∗
∂x

(x, ϕ(x))− ϕ′(x)
∂F∗
∂t

(x, ϕ(x))

=

∫ ψ(x)

a

∂f

∂x
(x, s)ds+ ψ′(x)f(x, ψ(x))−

∫ ϕ(x)

a

∂f

∂x
(x, s)ds− ϕ′(x)f(x, ϕ(x))

= ψ′(x)f(x, ϕ(x))− ϕ′(x)f(x, ϕ(x)) +

∫ ψ(x)

ϕ(x)

∂f

∂x
(x, s)ds

�
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3. Fonctions dé�nies par des intégrales convergentes

Définition 31. Soit X 6= ∅ un ensemble tel que (X, d) est un espace métrique,
soit I ⊂ R un intervalle �ni et soit f : X × I → R alors on dit que l'intégrale de la
fonction F : R→ R : t 7→ f(x, t) est convergente sur I, ∀x ∈ X ⇔ ∀x ∈ X ∀ε > 0,
∃Kε,x un segment de I tel que ∀K segments de I avec Kε,x ⊂ K ⊂ I nous avons
que : ∣∣∣ ∫

K

f(x, s)ds−
∫
I

f(x, s)ds
∣∣∣ < ε

Définition 32. Soit X 6= ∅ un ensemble tel que (X, d) est un espace métrique,
soit I ⊂ R un intervalle �ni et soit f : X × I → R alors on dit que l'intégrale de
la fonction F : R → R : t 7→ f(x, t) est convergente sur I uniformément sur X
⇔ ∀ε > 0, ∃Kε un segment de I tel que ∀K segments de I avec Kε ⊂ K ⊂ I et
∀x ∈ X nous avons que :∣∣∣ ∫

K

f(x, s)ds−
∫
I

f(x, s)ds
∣∣∣ < ε

Proposition 38. Soit (X, d) un espace métrique, soit ∅ 6= I ⊂ R, soit f :
X × I → R, continue sur X × I et supposons que l'intégrale de la fonction

f∗ : X × I → R : t 7→ f(x, t)

possède une intégrale convergent sur I uniformément sur X. Alors la fonction :

F : X × R : x 7→
∫
S

i(x, s)ds

est continue sur X.

Démonstration. Soit ([an, bn])n∈N une suite exhaustive croissante de seg-
ments de I. Posons ∀k ∈ N que :

Fk : X → R : x 7→
∫ bk

ak

f(x, s)ds

Alors observons que ∀k ∈ N nous avons que Fk est continue. De plus, nous avons
que :

|F (x)− Fk(x)| =
∣∣∣ ∫
I

f(x, s)ds−
∫ bk

ak

f(x, ds)ds
∣∣∣

Comme l'intégrale de la fonction f∗ : X × I → R : t 7→ f(x, t) est convergente sur
I uniformément sur X par hypothèse, nous avons que ∀ε > 0, ∃Nε ∈ R tel que
∀k > Nε :

sup
x∈X
|F (x)− Fk(x)| = sup

x∈X

∣∣∣ ∫
I

f(x, s)ds−
∫ bk

ak

f(x, ds)ds
∣∣∣ ≤ ε

Ce qui signi�e que la suite de fonctions Fk converge uniformément vers la fonction
F et donc comme ∀k ∈ N nous avons que Fk est continue sur X, nous avons que la
fonction F est aussi continue sur X. �

Proposition 39. Soit ∅ 6= X ⊂ Rd un ouvert et soit ∅ 6= I ⊂ R un intervalle,
soit f : X × I → R tel que f est continue sur X × I, soit ∂f

∂xi
existe et est C1 sur

X × I, ∀i ∈ {1, 2, . . . , d} et soit l'intégrale des fonctions :
f∗ : I → R : t 7→ f(x1, x2, . . . , xd, t)
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gi : I → R : t 7→ ∂f

∂xi
(x1, x2x2, . . . , xd, t)

est convergente sur I uniformément sur X, ∀i ∈ {1, 2, . . . , d} alors la fonction :

F : X → R : x 7→
∫
S

i(x, s)ds

est C1 sur X et nous avons que ∀i ∈ {1, 2, . . . , d}, ∀x ∈ X :

∂F

∂xi
F (x) =

∫
I

∂F

∂xi
(x, s)ds

Démonstration. bbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbb
�

4. Théorèmes de Fubini

Théorème 19. (Théorème de Fubini sur des produits d'intervalles �xes)
Soit a, b, α, β ∈ R tel que a < b, α < β, soit f ∈ C0([α, β]× [a, b],R) alors les deux
fonctions F et G dé�nies par :

F : [α, β]→ R : x 7→
∫ b

a

f(x, t)dt

G : [a, b]→ R : t 7→
∫ β

α

f(x, t)dx

sont toutes deux continue sur leurs domaines respectifs et nous avons que :∫ β

α

F (x)dx =

∫ β

α

(∫ b

a

f(x, t)dt
)
dx =

∫ b

a

(∫ β

α

f(x, t)dx
)
dt =

∫ b

a

G(t)dt

Démonstration. F et G sont clairement continue par la proposition 35. Alors
introduisons :

H1 : [α, β]→ R : x 7→
∫ x

α

F (x)dx

H2 : [α, β] : x 7→
∫ b

a

g(x, t)dt =

∫ b

a

(∫ x

α

f(x, t)dx
)
dt

Alors nous avons que la fonction H1 est C1 sur [α, β] car F est continue sur [α, β]
et nous avons que ∀x ∈ [α, β], H ′1(x) = F (x). La fonction g est C0 sur [α, β]× [a, b]

par le théorème 35. De plus, nous avons que ∂g
∂x existe sur [α, β]× [a, b] et est égal à

f(x, t) dans ∀(x, t) ∈ [α, β]× [a, b] ce qui signi�e que ∂g
∂x est C0 sur [α, β]× [a, b] par

hypothèse sur f . Cela nous donne, par la proposition 34 que H2 est C1 sur [α, β]
et que ∀x ∈ [α, β] nous avons que :

H ′2(x) =

∫ b

a

∂g

∂x
g(x, t) =

∫ b

a

f(x, t)dt = F (x) = H ′1(x)

avec que et par connectivité par arc de [α, β], ∃k ∈ R tel que ∀x ∈ [α, β] nous avons
queH1(x) = H2+k mais pour x = α nous avons queH1(α) = H2(α)+k ⇔ 0 = 0+k
et donc k = 0 et nous avons que ∀(x, t) ∈ [α, β]× [a, b] �
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Théorème 20. (Théorème de Fubini sur des produits d'intervalle variables)
Soit α, β ∈ R tel que α < β, soit ∅ 6= I ⊂ R, un intervalle et soit f ∈ C0([α, β] ×
I,R) alors les deux fonctions F et G dé�nies par :

F : [α, β]→ R : x 7→
∫
S

i(x, t)dt

G : I → R : t 7→
∫ β

α

f(x, t)dx

sont toutes deux continues sur leurs domaines respectifs, l'intégrale de la fonction
G est convergente sur I et nous avons que :∫ β

α

F (x)dx =

∫ β

α

(∫
S

i(x, t)dt
)
dx =

∫
I

(∫ β

α

f(x, t)dx
)
dt =

∫
I

G(t)dt

Démonstration. Nous avons que F ∈ ([α, β],R) par la proposition 39. Nous
avons que G ∈ C0(I,R) par la proposition 35. De plus, la fonction G est Riemann
intégrable sur tous segments de I car G est continue. Soit

(
[an, bn]

)
n∈N une suite

exhaustive croissante de segments de I. Soit ε > 0 alors Comme l'intégrale de G
converge dans I nous avons que ∃N ∈ N tel que ∀n > N , ∀x ∈ [α, β] nous avons
que : ∣∣∣ ∫

S

i(x, t)dt−
∫ bn

an

f(x, t)dt
∣∣∣ < ε/(β − α)

Ainsi, pour n > N :∣∣∣ ∫ β

α

(∫
S

i(x, t)dt
)
dx−

∫ β

α

(∫ bn

an

f(x, t)dt
)
dx
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫ β

α

(∫
S

i(x, t)dt−
∫ bn

an

f(x, t)dt
)
dx
∣∣∣

≤
∫ β

α

∣∣∣ ∫
S

i(x, t)dt−
∫ bn

an

f(x, t)dt
∣∣∣dx

<

∫ β

α

ε/(β − α) = ε

Et, par le théorème 17, nous avons que ∀n > N :∣∣∣ ∫ β

α

F (x)dx−
∫ bn

an

(∫ β

α

f(x, t)dx
)
dt
∣∣∣ < ε

Ce qui signi�e que la suite
( ∫ bn

an
G(t)dt

)
n∈N

converge vers
∫ β
α
F (x)dx ce qui nous

donne que l'intégrale de G converge sur I et que :∫ β

α

F (x)dx =

∫ β

α

(∫
S

i(x, t)dt
)
dx =

∫
I

(∫ β

α

f(x, t)dx
)
dt =

∫
I

G(t)dt

�

Théorème 21. (Théorèmes de Fubini) Soit α, β ∈ R tel que α < β, soit
∅ 6= I ⊂ Run intervalle, soit f ∈ C0([α, β]× I,R) et supposons que :

sup
[a,b]⊂I

∫ b

a

(∫ β

α

|f(x, t)|dx
)
dt < +∞
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alors les deux fonctions F et G dé�nies par :

F : [α, β]→ R : x 7→
∫
S

i(x, t)dt

G : I → R : t 7→
∫ β

α

f(x, t)dx

sont toutes deux continues sur leurs domaines respectifs, l'intégrale de la fonction
G est absolument convergente sur I et nous avons que :∫ β

α

F (x)dx =

∫ β

α

(∫
S

i(x, t)dt
)
dx =

∫
I

(∫ β

α

f(x, t)dx
)
dt =

∫
I

G(t)dt

Démonstration. La démonstration prend environ 10pages dans notre théorie
de l'intégration, c'est pourquoi elles sera démontrée dans le cadre de la théorie de
la mesure �

5. Critère de convergence uniforme des intégrales.

Proposition 40. Soit ∅ 6= X un ensemble, soit ∅ 6= I ⊂ R un intervalle, soit
f : X × I → R tel que ∀x ∈ X la fonction f∗ : I → R : t 7→ f(x, t) est intégrable
sur tous segments de I et soit ϕ : I → R+ tel que ϕ est absolument intégrable sur
I et tel que ∀(x, t) ∈ X × I nous avons que |f(x, t)| ≤ ϕ(t), alors nous avons que
l'intégrale de la fonction f∗ converge sur I uniformément sur X.

Démonstration. ∀x ∈ X nous avons que f∗ : I → R : t 7→ f(x, t) est
absolument intégrable sur I, et donc son intégrale est convergente sur I, en e�et,
∀[a, b] ⊂ I nous avons que ∀x ∈ X :∫ b

a

|f(x, t)|dt ≤
∫ b

a

ϕ(t)dt ≤
∫
I

ϕ(t)dt < +∞

Notons I = |a, b| car I peut être ouvert, fermé ,... mais dans tous les cas, nous avons
que a = inf

x∈I
et b = sup

x∈I
. Comme ϕ est Riemann intégrable sur I nous savons que

∀ε > 0 nous avons que ∃Kε segment de I tel que ∀K ⊂ I avec Kε ⊂ K nous avons
que : ∣∣∣ ∫

I

ϕ(t)dt−
∫
K

ϕ(t)dt
∣∣∣ < ε

Fixons ε > 0 alors nous avons que ∀k = [α, β] ⊂ I avec Kε ⊂ K ⊂ I :∣∣∣ ∫
I

f(x, t)dt−
∫
K

f(x, t)dt
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫ b

a

f(x, t)dt−
∫ β

α

f(x, t)dt
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫ α

a

f(x, t)dt+

∫ b

β

f(x, t)dt
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫ α

a

f(x, t)dt
∣∣∣+∣∣∣ ∫ b

β

f(x, t)dt
∣∣∣ ≤ ∫ α

a

∣∣∣f(x, t)
∣∣∣dt+∫ b

β

∣∣∣f(x, t)
∣∣∣dt

≤
∫ α

a

ϕ(t)dt+

∫ b

β

ϕ(t)dt =≤
∫
I

ϕ(t)dt−
∫
K

ϕ(t)dt < ε

nous avons showed que ∀ε > 0 ∃Kε ⊂ I a segment tel que ∀K ⊂ I segment avec
Kε ⊂ K ⊂ I nous avons que :

sup
x∈X

∣∣∣ ∫
I

f(x, t)dt−
∫
K

f(x, t)dt
∣∣∣ ≤ ε

Ce qui signi�e que l'intégrale de la fonction f∗ converge sur I uniformément sur
X. �
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Théorème 22. (Critère d'Abel pour les intégrales) Soit ∅ 6= un ensemble,
soit ∅ 6= I = [a, b[⊂ R, soit f : X × I → R une fonction tel que f = ϕ × ψ
avec ϕ,ψ : X × I → R, tel que ∀x ∈ X nous avons que ϕ∗ : I → R : t 7→
ϕ(x, t) et ψ∗ : I → R : t 7→ ψ(x, t) sont toutes deux Riemann intégrable sur tous
segments de I, soit suppose que ∃M > 0 tel que ∀[a, b] ⊂ I, ∀x ∈ Ξ nous avons que∣∣∣ ∫ ba ϕ(x, t)dt

∣∣∣ < M et soit suppose que ∀x ∈ X la fonction ψ∗ : I → R : t 7→ ψ(x, t)

est décroissante avec une intégrale positive et que ψ∗(t) −→
t→b−

0 uniformément sur

X. Alors nous avons que l'intégrale de la fonction f∗ : I → R : t 7→ f(x, t) converge
sur I uniformément sur X.

Démonstration. Soit
(
[an, bn]

)
n∈N une suite exhaustive croissante de seg-

ments de I. Comme I = [a, b[ nous avons que ∃N ∈ N tel que ∀n > N nous avons
que an = a Ce qui nous donne que ∀p ∈ N :∫ bn+p

an+p

f(x, t)dt−
∫ bn

an

f(x, t)dt =

∫ bn+p

a

f(x, t)dt−
∫ bn

a

f(x, t)dt

=

∫ bn+p

bn

f(x, t)dt =

∫ bn+p

bn

ψ(x, t)ϕ(x, t)dt

= ψ(x, bn)

∫ cn+p

bn

ϕ(x, t)dt

La dernière inégalité provient du théorème de la moyenne pour les intégrales (theo-
rem 15) avec cn+p ∈ [bn, bn+p]. Nous en déduisons que ∃M > 0 tel que ∀[a, b] ⊂ I,

∀x ∈ X nous avons que
∣∣∣ ∫ ba ϕ(x, t)dt

∣∣∣ < M que :

∣∣∣ ∫ bn+p

an+p

f(x, t)dt−
∫ bn

an

f(x, t)dt
∣∣∣ = ψ(x, bn)

∣∣∣ ∫ cn+p

bn

ϕ(x, t)dt
∣∣∣ ≤ 2Mψ(x, bn)

Alors avec le fait que ∀x ∈ X la fonction ψ∗ : I → R : t 7→ ψ(x, t) est décroissante
avec une intégrale positive et que ψ∗(t) −→

t→b−
0 uniformément sur X nous avons que

∀ε > 0, ∃N1 > N tel que ∀n > N1, sup
x∈X

ψ(x, bn) < ε/2M Ce qui nous donne que :

∣∣∣ ∫ bn+p

an+p

f(x, t)dt−
∫ bn

an

f(x, t)dt
∣∣∣ ≤ 2Mψ(x, bn) ≤ ε

et donc la suite
( ∫ bn

an
f(x, t)dt

)
n∈N

une suite de Cauchy ∀x ∈ X et donc l'intégrale

de f∗ : I → R : t 7→ f(x, t) converge sur I Par le critère de Cauchy. Alors, en
prenant la limite de p→ +∞ nous avons que ∀n > N1, ∀x ∈ X :∣∣∣ ∫

S

i(x, t)dt−
∫ bn

an

f(x, t)dt
∣∣∣ ≤ ε

Nous en déduisons que f∗ : I → R : t 7→ f(x, t) converge sur I uniformément sur
X. �
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6. Quelques applications.

6.1. Produit de convolution.

Définition 33. Soit (X, d) un espace métrique, soit f : X → R alors on
appelle support de f dans l'ensemble X :

Supp(f) := Adh
(
{x ∈ X | f(x) 6= 0}

)
Lemma 2. Il existe une fonction ϕ : R→ R tel que :

(1) ϕ ∈ C∞(R,R)

(2) Supp (ϕ) = [−1, 1]

(3) ∀x ∈ R nous avons que ϕ(x) ≥ 0

(4)
∫
R ϕ(x)dx = 1

Démonstration. Soit h : R→ R : x 7→

{
e−1/x2

si x > 0

0 si x ≤ 0
Cette fonction est

clairement dans C∞(R,R) et nous avons que Supp (h) = [0,+∞]. De plus, nous
avons que :

h(k)(x)R→ R : x 7→

{
Pk(x)e−1/x2

/x3k avec Pk ∈ R[x] si x > 0

0 si x ≤ 0

Alors en prenant ρ : R→ R : x 7→ h(1 + x)h(1− x) nous avons que ρ ∈ C∞(R,R),
∀x ∈ R, ρ(x) ≥ 0 et Supp (ρ) = [−1, 1]. De là, prenons ϕ(x) := ρ(x)∫ +∞

−∞ ρ(x)dx
et nous

avons �ni.
�

Lemma 3. ∀α > 0 nous pouvons dé�nir la fonction ϕ∗ : R→ R : x 7→ αϕ(αx)
et nous avons que ϕ∗ ∈ C∞(R,R),Supp (ϕ∗) = [−1/α, 1/α], ∀x ∈ R nous avons
ϕ∗(x) ≥ 0 et

∫
R ϕ∗(x)dx = 1.

Proposition 41. (Produit de convolution)
Soit f, g : R→ R tel que f est Riemann intégrable sur tous segments de R et g est
continue sur R, alors ∀x ∈ R les fonctions :

h1 : R→ R : t 7→ f(t)g(x− t)

h2 : R→ R : t 7→ f(x− t)g(t)

sont toutes deux absolument intégrable sur R et nous avons que :

(f ∗ g)(x) =

∫
R
f(t)g(x− t)dt =

∫
R
g(t)f(x− t)dt = (g ∗ f)(x)

Démonstration. Prouvons que les deux fonctions sont absolument intégrable
sur R :

� Soit x ∈ R alors nous avons que la fonction h1x : R→ R : t 7→ f(t)g(x− t)
est Riemann intégrable sur tous segments de R car f est Riemann intégrable
et g est continue, sur tous segments de R. De plus, la fonction g est à support
compact sur R ce qui signi�e que ∃a, b ∈ R avec a < b tel que supp g ⊂ [a, b].
Nous savons aussi que la fonction f est Riemann intégrable sur le segment
correspondant [x− b, x− a] par hypothèse sur f et donc elle est bornée sur
[x − b, x − a] ce qui signi�e que ∀t ∈ R, ∃Mx > 0 tel que |f(t)| < Mx.
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Comme la fonction g est continue sur tous segments de R, par hypothèse,
nous avons que la fonction :

h̄1x : R→ R : t 7→ g(x− t)

est continue sur [x− b, x− a] et tel que h̄1x est bornée sur [x− b, x− a] ce
qui signi�e que ∃M > 0 tel que ∀t ∈ [x− b, x− a], h̄1x(t) < M . Nous avons
donc que ∀t ∈ R :

|h1x(t)| = |f(t)g(x−t)| = |f(t)h̄1x(t)| ≤ |f(x−t)|MId[x−b,x−a](t) ≤MxMId[x−b,x−a](t)

Ainsi, la fonction h1x est absolument intégrable sur R car :∫
R
|h1x(t)|dt =

∫
R
|f(t)g(x− t)|dt ≤

∫
R
MxMId[x−b,x−a](t) = (b− a)MxM

� Soit x ∈ R alors nous avons que la fonction h2x : R→ R : t 7→ f(x− t)g(t)
est Riemann intégrable sur tous segments de R car f est Riemann intégrable
et g est continue, sur tous segments de R. De plus, la fonction g est a un
support compact sur R ce qui signi�e que ∃a, b ∈ R avec a < b tel que
supp g ⊂ [a, b], sur ce segment [a, b] nous avons que la fonction :

h̄2x : R→ R : t 7→ f(x− t)

est Riemann intégrable sur [a, b] par hypothèse sur f et par composition
avec avec un changement de variable a�n et donc elle est bornée sur [a, b]
ce qui signi�e que ∀t ∈ R, ∃Mx > 0 tel que |h̄2x | = |f(x− t)| < Mx. Comme
g est continue sur [a, b] nous avons que g est bornée sur [a, b] ce qui signi�e
que ∃M > 0 tel que ∀t ∈ [a, b], g(t) < M . All of que gives us que ∀t ∈ R :

|h2x | = |f(x− t)g(t)| = |h̄2xg(t)| ≤ |f(x− t)|MId[a,b](t) ≤MxMId[a,b](t)

Ainsi, la fonction la fonction h2x est absolument intégrable sur R car :∫
R
|h2x(t)|dt =

∫
R
|f(x− t)g(t)|dt ≤

∫
R
MxMId[a,b](t) = (b− a)MxM

Maintenant, nous avons à prouver que :

(f ∗ g)(x) =

∫
R
f(t)g(x− t)dt =

∫
R
g(t)f(x− t)dt = (g ∗ f)(x)

Avec le changement de variable :

ψx : R→ R : t 7→ x− t

Cette fonction est de classe C1(R,R), que ∀t ∈ R, ψ′x(t) = −1 et par le théorème
de changement de variables nous avons :

(f∗g)(x) =

∫
R
f(t)g(x−t)dt =

∫
R
f(t)(goψx)(t)dt = −

∫
R

(foψx)(t)(goψxoψx)(t)ψ′x(t)dt

=

∫
R

(foψx)(t)(goψxoψx)(t)dt =

∫
R
g(t)f(x− t)dt = (g ∗ f)(x)

⇔ (f ∗ g)(x) =

∫
R
f(t)g(x− t)dt =

∫
R
g(t)f(x− t)dt = (g ∗ f)(x)

�
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6.2. Régularisation par convolution.

Proposition 42. Soit f : R → R Riemann intégrable sur tous segments de
R et posons ∀k > 1 que fk = f ∗ ϕk où la fonction ϕk : R → R : x 7→ kϕ(kx)
avec ϕk ∈ C∞(R,R), ∀x ∈ R nous avons ϕk(x) ≥ 0, Supp (ϕk) = [−1/k, 1/k] et∫
R ϕk(t)dt = 1. Alors nous avons que :

(1) fk ∈ C∞(R,R) avec f
(p)
k = f ∗ ϕ(p)

k

(2) Si f est C0(R,R), fk
CV U−−−−−−−−−−−−−−−−−→

on tous compacts deR
f

(3) Si f est Cp(R,R), ∀s ∈ {0, 1, . . . p}, f (s)
k

CV U−−−−−−−−−−−−−−−−−→
on tous compacts deR

f (s)

Démonstration. Prouvons les trois points séparément :

(1) Par dé�nition de fk nous avons que :

fk : R→ R : x 7→
∫
R
f(t)ϕk(x− t)dt

et soit a, b ∈ R tel que a < b alors la fonction :

h1k(x) : R→ R : x 7→ f(t)ϕ(x− t)

est de classe C∞([a, b],R) et nous avons que ∀p ∈ N :

dp

dxp

(
f(t)ϕk(x− t)

)
= f(t)ϕ

(p)
k (x− t)

Par récurrence sur k ∈ N nous avons que :
� Si k = 1 :

d

dx

(
f(t)ϕk(x− t)

)
=
df(t)

dx
ϕk(x− t) +

dϕk
dx

(x− t)d(x− t)
dx

f(t) = ϕ′k(x− t)f(t)

� Supposns que ∀n ∈ N :

dn

dxn

(
f(t)ϕk(x− t)

)
= f(t)ϕ

(n)
k (x− t)

et pour n+ 1 :

dn+1

dxn+1

(
f(t)ϕk(x− t)

)
=

d

dx

( dn
dxn

(
f(t)ϕk(x− t)

))
=

d

dx

(
f(t)ϕ

(n)
k (x− t)

)
=
df(t)

dx
ϕ

(n)
k (x− t) +

dϕ
(n)
k

dx
(x− t)d(x− t)

dx
f(t) = f(t)ϕ

(n+1)
k (x− t)

Ce qui était voulu.
De plus, les fonctions Hp

k : R → R : t 7→ f(t)ϕ
(p)
k (x − t) sont Riemann

intégrable sur tous segments de R et ∀x ∈ R, ∀p ∈ N nous avons que :

−1 ≤ k(x− t) ≤ 1⇔ −1 ≤ kx− kt ≤ 1⇔ −1

k
≤ x− t ≤ 1

k

⇔ −1

k
≤ t− x ≤ 1

k
⇔ x− 1

k
≤ t ≤ 1

k
+ x

Comme x ∈ [a, b] nous avons que ∀t ∈ R :

|ϕ(p)
k (x− t)| ≤ |ϕ(p)

k (x− t)|Id[
a− 1

k ,b+
1
k

](t)
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Comme ϕ(p)
k ∈ C∞0 (R,R) nous avons que ϕ(p)

k est bornée sur
[
a− 1

k , b+ 1
k

]
donc ∃Mkp > 0 avec |ϕ(p)

k (x − t)| < Mkp ,∀x − t ∈
[
a − 1

k , b + 1
k

]
. Ce qui

nous donne que ∀x ∈ [a, b], ∀t ∈ R :∣∣∣∣ dpdxp(ϕk(x− t)f(t)
)∣∣∣∣ =

∣∣ϕ(p)
k (x− t)f(t)

∣∣ ≤ |f(t)|
∣∣ϕ(p)
k (x− t)

∣∣Id[
a− 1

k ,b+
1
k

](t)
≤ ‖f‖∞MpkId

[
a− 1

k ,b+
1
k

](t)
Cette dernière expression étant Riemann intégrable sur R indépendamment
de x ∈ [a, b] nous obtenons, par la proposition 34, que fk ∈ C∞(R,R) et que
f

(p)
k = f ∗ϕ(p)

k . En appliquant la proposition 34 même si f(t)ϕ
(p)
k (x−t) n'est

pas continue pour t ∈ R, car l'hypothèse que la fonction est Riemann inté-
grable est et est continue ∀x ∈ R est su�sante pour montrer les propositions
33 et 34.

(2) Prenons [a, b] ⊂ R et x ∈ [a, b] alors nous avons que :

|fk(x)−f(x)| =
∣∣∣∣ ∫

R
f(x−t)ϕk(t)dt−f(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
R
f(x−t)ϕk(t)dt−f(x)

∫
R
ϕk(t)dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
R
f(x− t)ϕk(t)− f(x)ϕk(t)dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
R

(f(x− t)− f(x))ϕk(t)dt

∣∣∣∣
Comme f est continue sur R nous avons qu'elle est uniformément continue
sur [a−1, b+1], ce qui signi�e que ∀ε > 0, ∃δε > 0 tel que ∀x, y ∈ [a−1, b+1]
avec |x−y| < δε nous avons que |f(x)−f(y)| < ε. Soit k ∈ N tel que 1

k < δε
et nous avons que ∀t ∈ Supp ϕk =

[
− 1

k ,
1
k

]
:

|(x− t)− x| = |t| ≤ 1

k
≤ δε

Ce qui signi�e que ∀x ∈ [a, b] :

|fk(x)−f(x)| =
∣∣∣∣ ∫

R
(f(x−t)−f(x))ϕk(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫
R
|f(x−t)−f(x)||ϕk(t)|dt ≤

∫
R
εϕk(t)dt = ε

Comme cela convient ∀x ∈ [a, b] nous avons que ∀k > 1
δε
, sup
x∈[a,b]

|fk(x) −

f(x)| ≤ ε ce qui signi�e que fk
CV U−−−−−−−−−−−−−−−−−→

sur tous compacts deR
f .

(3) Prenons [a, b] ⊂ R et soit ε > 0. Comme f ∈ Cp(R,R) et le fait que

∀x ∈ [a, b], ∀s ∈ {1, 2, . . . , p}, f (s)
k (x) =

(
f ∗ ϕ(s)

k

)
(x) nous avons que

∀s ∈ {1, 2, . . . , p}, ∀x ∈ [a, b] :∣∣f (s)
k (x)− f (s)(x)

∣∣ =
∣∣∣(f ∗ ϕ(s)

k

)
(x)− f (s)(x)

∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
R
f(x− t)ϕ(s)

k (t)dt− f (s)(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣[f(x−t)ϕ(s−1)
k (t)

]+∞
−∞

+

∫
R
f ′(x−t)ϕ(s−1)

k (t)dt−f (s)(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
R
f ′(x−t)ϕ(s−1)

k (t)dt−f (s)(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣[f ′(x−t)ϕ(s−2)
k (t)

]+∞
−∞

+

∫
R
f (2)(x−t)ϕ(s−2)

k (t)dt−f (s)(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
R
f (2)(x−t)ϕ(s−2)

k (t)dt−f (s)(x)

∣∣∣∣
= · · · =

∣∣∣∣ ∫
R
f (s)(x−t)ϕk(t)dt−f (s)(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
R
f (s)(x−t)ϕk(t)dt−f (s)(x)

∫
R
ϕk(t)dt

∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣ ∫
R

(
f (s)(x− t)− f (s)(x)

)
ϕk(t)dt

∣∣∣∣
Comme f (s) est continue sur R nous avons qu'elle est uniformément continue
sur [a−1, b+1], ce qui signi�e que ∀ε > 0, ∃δε > 0 tel que ∀x, y ∈ [a−1, b+1]
avec |x− y| < δε nous avons que |f (s)(x)− f (s)(y)| < ε. Alors soit k ∈ N tel
que 1

k < δε et nous avons que ∀t ∈ Supp ϕk :

|(x− t)− x| = |t| ≤ 1

k
≤ δε

Ce qui signi�e que ∀x ∈ [a, b] :

|f (s)
k (x)−f (s)(x)| =

∣∣∣∣ ∫
R

(
f (s)(x−t)−f (s)(x)

)
ϕk(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫
R

∣∣f (s)(x−t)−f (s)(x)
∣∣|ϕk(t)|dt

≤
∫
R
εϕk(t)dt = ε

Comme cela convient ∀x ∈ [a, b] nous avons que ∀k > 1
δε
, sup
x∈[a,b]

∣∣∣f (s)
k (x) −

f (s)(x)
∣∣∣ ≤ ε ce qui signi�e que ∀s ∈ {1, 2, . . . , p}, f (s)

k
CV U−−−−−−−−−−−−−−−−−→

on tous compacts deR
f (s).

�

Théorème 23. (Théorème de l'approximation de Weierstrass)
Soit [a, b] un segments de R, soit f ∈ C0([a, b],R) alors ∀ε > 0, ∃Pε[x] tel que
‖f − Pε‖∞,[a,b] ≤ ε.

Démonstration. Etendons la fonction f à la fonction f̄ : R→ R dé�nie par :

f̄(x) =



0 si x < a− 1

f(a)(x− a+ 1) si x <∈ [a− 1, a[

f(x) si x ∈ [a, b]

f(b)(b+ 1− x) si x ∈]b, b+ 1]

0 si x > b+ 1

Alors en composant cette fonction avec un changement de variables a�n ψ : R →
R : x 7→ αx+ β tel que :{

α(a− 1) + β = −1/2

α(b+ 1) + β = 1/2
⇐

{
α = 1

(b−a+2)

β = −a−b
2(b−a+2)

qui est toujours dé�nis lorsque b+ 1 6= a− 1. De plus, ce changement de variable,
ψ(x) = αx + β, laisse invariant la nature des polynômes. En e�et, si P ∈ R[x]

alors (Poψ) ∈ R[X]. Maintenant, appelons f̃ la fonction tel que ∀x ∈ R, f̄(x) =

f̃(ψ(x)) ⇔ f̃(x) = f̄(ψ−1(x)). Maintenant, si le théorème est vrai pour f̃ sur
[−1/2, 1/2] il sera vrai pour f sur [a, b]. En e�et, pour f̃ sur [−1/2, 1/2], ∃Qε ∈ R[x]

tel que ‖f̃ −Qε‖∞,[−1/2,1/2] < ε et nous �xons Pε = (Qεoψ) nous aurons :

‖f̃ −Qε‖∞,[−1/2,1/2] < ε⇔ ‖(f̄oψ−1)− (Qεoψoψ
−1)‖∞,[−1/2,1/2] < ε

⇔ ‖f̄ − (Qεoψ)‖∞,[a−1,1b+1] < ε⇔ ‖f̄ − Pε‖∞,[a−1,b+1] < ε
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Montrons le résultat pour f̃ ∈ C0(R,R) avec Supp f̃ ⊆ [−1/2, 1/2], f̃(−1/2) = 0

et f̃(1/2) = 0. Pour ce faire, nous dé�nissons ∀k ≥ 1 la fonction :

gk : R→ R : x 7→

{
(1− x2)k si |x| ≤ 1

0 si |x| > 1

Nous avons que gk ∈ C0
0 (R,R+), donc nous pouvons poser αk =

∫
R gk(x)dx et

hk = gk
αk

tel que
∫
R hk(x)dx = 1. Observons que :

αk =

∫
R
gk(x)dx =

∫ 1

−1

(1− x2)kdx = 2

∫ 1

0

(1− x2)kdx ≥ 2

∫ 1

0

(1− x)kdx =
2

k + 1

Ce qui signi�e que ∀δ ∈]0, 1[, hk
CV U−−−−−−→

R\B(x,δ]
0 en e�et, ∀δ ∈]0, 1[, ∀x ∈ R\B(x, δ] nous

avons que :

|hk(x)| =
∣∣∣∣gk(x)

αk

∣∣∣∣ ≤ k + 1

2
(1− δ2)k −−−−−→

k→+∞
0

et la limite est indépendante de x ∈ R\B(x, δ]. Maintenant, posons ∀x ∈ R et k ∈ N
fk = hk ∗ f̃ , qui sont bien dé�nies car hk ∈ C0

0 (R,R) et f̃ est Riemann intégrable
sur tous segments de R. Alors nous avons comme Supp f̃ ⊆ [−1/2, 1/2] que :

fk(x) =

∫
R
f̃(t)hk(x− t)dt =

∫ 1/2

−1/2

f̃(t)hk(x− t)dt

Et, par construction sur hk ∈ R2k[x] sur [−1/2, 1/2] nous avons que ∃a0k(t), a1k(t), . . . , a2kk(t)
tel que ∀x avec |x| < 1/2, t ∈ [−1/2, 1/2] ( car |x− t| ≤ 1 ) :

hk(x− t) =

2k∑
p=0

ap(t)x
p

Ce qui nous donne que ∀x ∈ [−1/2, 1/2] :

fk(x) =

∫ 1/2

−1/2

f̃(t)hk(x−t)dt =

∫ 1/2

−1/2

f̃(t)

2k∑
p=0

ap(t)x
pdt =

2k∑
p=0

(∫ 1/2

−1/2

f̃(t)ap(t)dt
)
xp

Ce qui signi�e que fk(x) ∈ R[x]. Montrons que fk
CV U sur [−1,1]−−−−−−−−−−−→

k→+∞
f̃ . Pour ce faire,

prouvons que comme f̃ ∈ C0
0 (R,R) nous avons que f̃ est uniformément continue

sur R. En e�et, ∃a, b ∈ R tel que Supp f̃ ⊆ [a, b] et donc Supp f̃ ⊆ [a − 1, b + 1]
qui est un intervalle. et donc comme f est C0 sur [a − 1, b + 1] nous avons que f
est uniformément continue sur [a − 1, b + 1] ce qui signi�e que ∀ε > 0, ∃δ1 > 0 tel
que ∀x, y ∈ [a − 1, b + 1] avec |x − y| < δ1 nous avons |f̃(x) − f̃(y)| < ε. De plus,
Comme ∀x ∈ R\[a, b], f̃(x) = 0 nous avons que deltq δ ≤ 1 est su�sant dans la
dé�nition de continuité uniforme sur R\[a−1, b+1]. ET donc nous avons que ∀ε > 0,
∃δε = min{δ1, 1} tel que ∀x, y ∈ R avec |x−y| < δε nous avons |f̃(x)− f̃(y)| < ε, ce
qui signi�e que f est uniformément continue sur R. Alors nous avons que ∀ε > 0,
∃δ ∈]0, 1[ tel que ∀(x, y) ∈ R2 avec |x− y| < δ , |f̃(x)− f̃(y)| < ε. Pour cette valeur
de δ nous avons que ∀x ∈ [−1/2, 1/2] :

|fk(x)−f̃(x)| = |hk∗f̃(x)−f̃(x)| =
∣∣∣∣ ∫

R
f̃(x−t)hk(t)dt−f̃(x)

∫
R
hk(t)dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
R

(f̃(x−t)−f̃(x))hk(t)dt

∣∣∣∣
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≤
∫ −δ
−∞
|f̃(x−t)−f̃(x)|hk(t)dt+

∫ δ

−δ
|f̃(x−t)−f̃(x)|hk(t)dt+

∫ +∞

δ

|f̃(x−t)−f̃(x)|hk(t)dt

De là, observons que :
� Comme f̃ ∈ C0

0 (R,R) nous avons que f̃ est bornée sur son support [a, b], ce
qui signi�e que ∀t ∈ R, ∃M > 0 tel que |f̃(t)| < M . Et nous avons que :∫ −δ

−∞
|f̃(x− t)− f(t)|hk(t)dt ≤

∫ −δ
−∞

(|f̃(x− t)|+ |f(t)|)hk(t)dt

≤ 2M

∫ −δ
−∞

hk(t)dt = 2M

∫ −δ
−1

hk(t)dt −−−−−→
k→+∞

0

La convergence vers 0 vient du fait que hk converge uniformément vers 0
sur [−1,−δ] indépendamment de x ∈ R.

� De plus, nous avons que :∫ δ

−δ
|f̃(x− t)− f̃(x)|hk(t)dt ≤

∫ δ

−δ
εhk(t)dt ≤ ε

� Comme f̃ ∈ C0
0 (R,R) nous avons que f̃ est bornée sur son support [a, b], ce

qui signi�e que ∀t ∈ R, ∃M > 0 tel que |f̃(t)| < M . Et nous avons que :∫ +∞

δ

|f̃(x− t)− f(t)|hk(t)dt ≤
∫ +∞

δ

(|f̃(x− t)|+ |f(t)|)hk(t)dt

≤ 2M

∫ +∞

δ

hk(t)dt = 2M

∫ 1

δ

hk(t)dt −−−−−→
k→+∞

0

La convergence vers 0 vient du fait que hk converge uniformément vers 0
sur [−1,−δ] indépendamment de x ∈ R.

Finalement, ∃N ∈ N tel que ∀k > N , ∀x ∈ [−1/2, 1/2], nous avons que |fk(x) −
f(x)| ≤ ε + 4Mε = ε̃. Ainsi, en posant que Pε̃ = fk ∈ R[x] nous avons que ‖f −
Pε‖∞,[a,b] ≤ ε �

7. Critère de compacité dans un espace de dimension non-�nie

Définition 34. Soit (X, d) un espace métrique et soit A ⊂ X une partie de X
alors nous appellons adhérence de A dans X :

Adh A = Ā :=
{
x ∈ X

∣∣ ∃(xn)n∈N ∈ AN tel que xn
d−−−−−→

n→+∞
x
}

Lemma 4. Soit (X, d) un espace métrique et soit A ⊂ X une partie de X, alors
nous avons que A ⊆ Ā et que Ā est le plus petit ensemble fermé qui contient A.

Lemma 5. Soit (X, d) un espace métrique, soit A ⊂ X une partie de X et soit
{Fi}i∈I l'ensemble de touts les sous ensemble fermé de X qui contiennent A alors
nous avons que :

Ā = ∩
i∈I
Fi

Définition 35. Soit (X, d) un espace métrique et soit A ⊂ X une partie de
X, alors on dit que A est dense dans X lorsque Ā = X.

Définition 36. Soit (X, d) un espace métrique et soit A ⊂ X une partie de
X, alors on dit que A est dénombrable s'il existe une bijection entre A et N.
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Définition 37. Soit (X, d) un espace métrique, alors on dit que X est séparable
si ∃(xn)n∈N tel que {xn | n ∈ N} est dense dans X.

Proposition 43. Soit (X, d) un espace métrique et soit K ⊂ X une partie
compacte de K, alors nous avons que (K, d) est séparable.

Démonstration. Soit n ∈ N. Observons que K ⊂ ∪
x∈K

B
(
x, 1

n

[
. Comme K

est compact nous avons que ∃In = {1, 2, . . . , Nn} tel que x1n , . . . , xNn ∈ K et
K ⊂ ∪

p∈In
B
(
xkn ,

1
n

[
. Si nous considérons la suite (on)n∈N ∈ KN dé�nie par :

x11
, x21

, . . . , xN1
, x12

, x22
, . . . , xN2

, x13
, x23

, . . . nous avons trouvé une suite dense
dans K car ∀x ∈ K, ∀ε > 0, nous avons que ∃Nε ∈ N tel que ∀n > Nε, n > 1

ε

et donc x ∈ K ⊂ ∪
p∈INε

B
(
xkn ,

1
n

[
⊂ ∪

p∈INε
B
(
xkn , ε

[
ce qui signi�e que ∀x ∈ K,

∃nx ∈ N tel que d(onx , x) < ε et donc K est séparable. �

Proposition 44. Soit (X, d) un espace métrique et soit A ⊂ X une partie de
X, alors nous avons que A est séparable ⇔ ∃O ⊆ A une partie dense dans A tel
que O est �ni ou dénombrable.

Démonstration. Prouvons les deux implications séparément :
� (⇒) Comme A est séparable il existe une suite dense de A. En prenant

l'image de cette suite dense qui est dénombrable ou �ni dansA nous concluons.
� (⇐) Soit C une partie dense de A alors nous avons deux cas :

� Si C est �ni nous avons que C = {x1, x2, . . . , xn} et nous prenons la suite
(on)n∈N ∈ AN dé�nie par : x1, x2, . . . , xn, x1, x2, . . . , xn, x1, x2, . . . , xn, . . . .
Nous avons que la suite (on)n∈N est une suite dense de A car elle contient
tous les éléement de C qui est une partie dense de A.

� Si C est dénombrable nous avons que C = ∪
n∈N

xn et nous prenons la suite

(on)n∈N ∈ AN dé�nie par : x0, x0, x1, x0, x1, x2, x0, x1, x2, x3, x0, . . . . Nous
avons que la suite (on)n∈N est une suite dense de A car ∀x ∈ A nous
avons que :

#{n ∈ N | d(x, on) < ε} = +∞
�

Proposition 45. (C0([0, 1],R), ‖.‖∞) est séparable.

Démonstration. Trouvons une partie dénombrable dense de C0([0, 1],R) et
par la proposition 44 nous aurons que (C0([0, 1],R), ‖.‖∞) est séparable. Soit ε >
0, alors par le théorème des approximations de Weierstrass, ∃Pε ∈ N[x] tel que
‖f−Pε‖∞ ≤ ε/2. Comme Pε est un polynomial nous avons que Pε(x) = adεx

d+· · ·+
a1ε +a0ε . Comme Q est dense dans R nous avons que ∀ε > 0, ∃(bdε , . . . , b0ε) ∈ Qd+1

tel que |biε − aiε | < ε
2d+1 . Alors nous dé�nissons Qε(x) = bdεx

d + · · ·+ b1εx+ b0ε et
nous avons que ∀x ∈ [0, 1] :

|Pε(x)−Qε(x)| ≤
d∑
k=0

|akε−bkε |xk ≤
d∑
k=0

|akε−bkε | ≤
d∑
k=0

ε

2d+ 1
< ε/2⇔ ‖Pε−Qε‖∞ ≤ ε/2

Alors nous avons que ‖f − Qε‖∞ ≤ ‖f − Pε‖∞ + ‖Pε − Qε‖∞ ≤ ε/2 + ε/2 = ε et
Comme Q[x] du degré d est dénombrable ∀d ∈ N car il existe une bijection Q[x] et
Qd+1 et une autre Q et N nous avons que Q[x] est une partie dense dénombrable
de (C0([0, 1],R), ‖.‖∞). �
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Proposition 46. Soit A ⊂ Rd tel que A 6= ∅, alors nous avons que A est
séparable.

Démonstration. Par la proposition 44, il su�t de montrer que A possède une
partie dense non-vide , �nie ou dénombrable. Soit (xq)q∈N ∈ NN une énumération
Qd. Nous savons que A ⊂ Rd et que Qd est dense dans Rd et ∀n ∈ N0, A ⊂ Rd =
∪
q∈N

B
(
xq,

1
n

[
. Maintenant, posons ∀n ∈ N :

Cn =
{
q ∈ N

∣∣∣ B(xq, 1

n

[
∩A 6= ∅

}
Il est facile de voir que Cn est �ni or dénombrable. De là, ∀q ∈ Cn nous choisissons
yn,q ∈ B

(
xq,

1
n

[
∩A, et alors l'ensemble

Xn = {yn,q | n ∈ N, q ∈ Cn} ⊂ A

est non-vide, �ni où dénombrable. Nous posons �nalement :

X = ∪
n∈N

Xn ⊂ A

et nous avons que X est une partie dense non-vide , �ni or dénombrable de A.
En e�et, soit a ∈ A et soit ε > 0, alors ∃n0 ∈ N tel que n0 > 2/ε. Comme
A ⊂ Rd = ∪

q∈N
B
(
xq,

1
n

[
nous avons que ∃q0 ∈ N tel que d(xq0 , a) < 1/n0 avec

q0 ∈ Cn0
. Et nous avons que ∃yn0,q0 ∈ X tel que d(yn0,q0 , xq0) < 1/n0. Ce qui nous

donne que :

d(yn0,q0 , a) ≤ d(yn0,q0 , xq0) + d(xq0 , a) < 1/n0 + 1/n0 < ε/2 + ε/2 = ε

Nous avons donc montré que ∀a ∈ A, ∀ε > 0 nous avons que ∃y ∈ X tel que
d(a, y) < ε ce qui signi�e que X est dense dans A. �

Définition 38. Soit X ⊂ Rd tel que X 6= ∅, nous appellons l'ensemble des
fonction continue bornée de X dans R l'ensemble :

C0
b (X) := {f : X → R | f ∈ C0 et f ∈ B(X,R)}

Lemma 6. Soit X ⊂ Rd tel que X 6= ∅, et �xons ‖.‖∞,X := sup
x∈X
|f(x)|, alors

nous avons que (C0
b (X), ‖.‖∞,X) est un espace vectoriel normé.

Lemma 7. Soit X ⊂ Rd tel que X 6= ∅ alors nous avons que (C0
b (X), ‖.‖∞,X)

est un sous-espace vectoriel fermé de (B(X,R), ‖.‖∞,X).

Démonstration. Prenons, (fn)n∈N ∈ (C0
b (X))N une suite de fonctions tel

que fn converge (dans le sens ‖.‖∞,X) vers f ∈ B(X,R), alors nous avons que
∀ε > 0, ∃Nε ∈ N tel que ∀n ≥ Nε ce qui donne que ‖fn − f‖∞,X < ε. Ce qui

signi�e que fn
CV U−−−−−→
n→+∞

f . Mais Comme ∀n ∈ N, fn ∈ C0
b (X) nous avons que

∀n ∈ N, fn est continue sur X et alors we aussi get que f est continue sur X. Ainsi
f ∈ B(X,R)∩C0(X,R), ce qui signi�e exactement que f ∈ C0

b (X) et C0
b est fermé

dans (B(X,R), ‖.‖∞,X). �

Lemma 8. Soit X ⊂ Rd tel que X 6= ∅, et �xons ‖.‖∞,X := sup
x∈X
|f(x)|, alors

nous avons que (C0
b (X), ‖.‖∞,X) estun espace vectoriel normé de Banach.
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Démonstration. Par dé�nition de C0
b (X) nous avons que (C0

b (X), ‖.‖∞,X) ⊆
(B(X,R), ‖.‖∞,X) qui est un espace vectoriel normé de Banach. Et par le lemme 10
nous avons que (C0

b (X), ‖.‖∞,X) est un sous-espace vectoriel fermé de (B(X,R)‖.‖∞,X).
Observons que tout sous-espace vectoriel fermé d'un espace vectoriel normé de Ba-
nach doit être un espace vectoriel normé de Banach. �

Lemma 9. Soit X be un compact tel que X 6= ∅, alors nous avons que C0
b (X) =

C0(X,R).

Démonstration. Par construction de C0
b (X) nous avons que C0

b (X) ⊆ C0(X,R).
Réciproquement, si f ∈ C0(X,R) où X est compact nous avons que f(X) est aussi
un compact par la continuité de f dansX, ce qui nous donne que C0(X,R) ⊆ C0

b (X)
et donc nous avons que C0

b (X) = C0(X,R). �

Proposition 47. Soit X = [a, b] alors nous avons que :

(1) l'ensemble des fonctions polynomiales de X vers R, P(X,R) ⊂ C0
b (X) =

C0([a, b],R)

(2) l'ensemble P(X,R) est dense dans C0
b (X) = C0(X,R) dans le sens de

‖.‖∞,X .
(3) l'ensemble C0

b (X) est séparable.

Définition 39. Soit A ⊂ Rd tel que A 6= ∅, soit F(A,R) l'ensemble des
fonctions de A vers R et soit F ⊂ F(A,R) alors F est équicontinue si ∀ε > 0,
∃δε > 0 tel que ∀f ∈ F , ∀x, y ∈ A ‖x− y‖ < δε nous avons que |f(x)− f(y)| < ε.

Théorème 24. (Théorème d'Arzela-Ascoli)
Soit A ⊂ Rd une partie compacte non-vide de Rd, soit B ⊂ C0

b (A)une partie bornée
équicontinue de A alors B possède une adhérence compacte car ∀(fn)n∈N ∈ BN il
existe une sous-suite de (fn)n∈N, (fϕ(n))n∈N ∈ BN avec ϕ : N → N strictement

croissante que converge vers f ∈ B̄ sous ‖.‖∞,A.

Démonstration. Soit (fn)n∈N ∈ BN. Construisons (fϕ(n))n∈N ∈ BN que
converge vers f ∈ B sous ‖.‖∞,A. Comme A est compact, nous avons que A est
séparable ce qui signi�e que ∃C ⊂ A tel que C est dense, �ni ou dénombrable, alors
nous avons deux cas :

� Si C est �ni nous avons que A = C alors nous avons que C = {x1, . . . , xN}
avec N ∈ N. Et nous avons que la suite (fn(x1))n∈N est bornée et donc par
Bolzano-Weierstrass il existe :

ϕ1 : N→ N et f(x1) ∈ R

Où ϕ1 est strictement croissante, tel que fϕ1(n)(x1) −−−−−→
n→+∞

f(x1). Mais la

suite fϕ1(n)(x1) est aussi bornée et donc par Bolzano-Weierstrass il existe :

ϕ2 : N→ N et f(x2) ∈ R

Où ϕ2 est strictement croissante, tel que fϕ1oϕ2(n)(x2) −−−−−→
n→+∞

f(x2). Si on

itère N fois, nous obtenons qu'il existe :

ϕN : N→ N et f(xN ) ∈ R

où ϕN est strictement croissante, tel que fϕ1oϕ2o...oϕN (n)(xN ) −−−−−→
n→+∞

f(xN ).

Ainsi, fϕ1oϕ2o...oϕN (n) converge simplement vers f et comme #A < +∞ on
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déduit que fϕ1oϕ2o...oϕN (n)
CV U−−−−−→
n→+∞

f et Comme fn ∈ BN nous avons que

f ∈ B̄.
� Si C est dénombrable C = ∪

n∈N
{xn}. nous avons que (fn(x1))n∈N est bornée

sur R. Alors nous avons que par Bolzano-Weierstrass il existe :

ϕ1 : N→ N et f(x1) ∈ R
où ϕ1 est strictement croissante, tel que fϕ1(n)(x1) = f1

n(x1) −−−−−→
n→+∞

f(x1).

Mais la suite fϕ1(n)(x1) est aussi bornée et alors par Bolzano-Weierstrass il
existe :

ϕ2 : N→ N et f(x2) ∈ R
où ϕ2 est strictement croissante, tel que fϕ1oϕ2(n)(x2) = f2

n(x2) −−−−−→
n→+∞

f(x2). Si we iterate N times we obtain qu'il existe :

ϕN : N→ N et f(xN )R
où ϕN est strictement croissante, tel que fϕ1oϕ2o...ϕN (n)(xN ) = fNn (xN ) −−−−−→

n→+∞
f(xN ). Notons gn = fnn (Cette procédure est nommée "`extraction de la
diagonale de Cantor"'). Et donc ∀N ∈ N la suite (gn(xN ))n∈N converge
vers f(xN ). en e�et, la suite (gn(xN ))n∈N est extraite la suite (fNn )n∈N
qui converge simplement vers f dans xN . Maintenant, montrons que la
suite (gn)n∈N véri�e le critère de Cauchy uniformément sur A. Soit ε >
0 et δε le module correspondant d'équicontinuité de B. Alors écrivons :

A ⊂ ∪
a∈A

B
(
a, δε2

]
et comme A est compact nous avons que ∃p ∈ N et

p1, p2, . . . , yp ∈ A tel que A ⊂
p
∪
i=1
B
(
yi,

δε
2

]
. Mais, par densité de C dans

A, nous avons que ∀i ∈ {1, 2, . . . , p}, ∃xi ∈ C ∩ B
(
yi,

δε
2

]
. Comme ∀i ∈

{1, 2, . . . , p} la suite (gn(xi))n∈N est convergente, et comme il y a une nombre
�ni de xi nous obtenons que ∃M ∈ N tel que ∀n,m ≥M , ∀i ∈ {1, 2 . . . , p},
|gn(xi)−gm(xi)| < ε. Ainsi, ∀x ∈ A, ∃i ∈ {1, 2, . . . , p} tel que ‖x−yi‖ < δε

2 ,
∃xi ∈ C tel que ‖xi − yi‖ < δε

2 . Et nous avons :

|gn(x)− gm(x)| ≤ |gn(x)− gn(xi)|+ |gn(xi)− gm(xi)|+ |gm(xi)− gm(x)| < ε+ ε+ ε

car ‖x − xi‖ ≤ ‖x − yi‖ + ‖yi − xi‖ < δε
2 + δε

2 = δε. Cela nous donne que
que ∀ε > 0 ∃Nε ∈ N tel que ∀n,m > Nε, ∀x ∈ A, |gn(x) − gm(x)| < ε.
And donc ∀ε > 0, ∃M ∈ N tel que ∀n,m > M , ‖gn − gm‖∞,A ≤ ε. Alors
(gn)n∈N véri�e le critère de Cauchy uniformément sur C0

b (A) mais C0
b (A)

est un espace vectoriel de Banach et donc (gn)n∈N converge dans C0
b (A).

Notons f sa limite et comme (gn)n∈N ∈ BN nous obtenons que f ∈ B.
�
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Chapitre 4

Conditions su�santes d'existence et d'unicité des

solutions

1. Équations di�érentielles, formes résolues et réductions à l'ordre 1.

1.1. Généralités.

Définition 40. On appelle équations di�érentielles, toutes équations de la
forme :

F : J × Ω0 × Ω1 × · · · × Ωp → Rd

F (t, y(t), y′(t), . . . , y(p)(t)) = 0

où J ⊂ R est un intervalle avec J 6= ∅ et Ω0,Ω1, . . . ,Ωp ⊂ Rd, des ouverts tel que
Ω0, . . . ,Ωp 6= ∅. Dans cette équation l'inconnue est y : I → Ω0 qui est p dérivable
sur l'intervalle inconnu I ⊂ J .

Le but de cette partie sera donc de donner des conditions su�santes d'exis-
tence et d'unicité de solutions ainsi que de décrire la dépendance des solutions aux
paramètres. Nous nous intéresseront d'abord au cas général avant de se pencher sur
les équation di�érentielles linéaires.

1.2. Forme résolue.

Définition 41. Une équation di�érentielle F (t, y(t), y′(t), . . . , y(p)(t)) = 0 est
dite normale ou résolue si elle est de la forme :

f : J × Ω0 × Ω1 × · · · × Ωp−1 → Rd

y(p)(t)− f(t, y(t), y′(t), . . . , y(p−1)(t)) = 0

1.3. Réduction à l'ordre 1.

Proposition 48. Une équation di�érentielle normale est toujours équivalente
à une équation di�érentielle du premier ordre :

Y ′(t) = g(t, Y (t)) où Y (t) = (y(t), y′(t), . . . , y(p−1)(t)) et

g : J×Ω0×Ω1×· · ·×Ωp−1 → (Rd)p : (t, y0, y1, . . . , yp−1) 7→ (y1, y2, . . . , yp−1, f(t, y0, y1, . . . , yp−1))

1.4. Problème de Cauchy.

Définition 42. Soit J 6= ∅ un intervalle de R, soit Ω 6= ∅ un ouvert de
Rd, soit f : J × Ω → Rd, y0 ∈ Ω0, t0 ∈ I, alors on appelle problème de Cauchy
dans (x0, t0) pour l'équation y′(t) = f(t, y(t)) le fait de chercher l'intervalle I ⊂ J
contenant t0 et y : I → Ω une dérivable fonction qui est solution de l'équation et
telle que y(t0) = y0.

51
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1.5. Forme intégrable.

Proposition 49. Soit f : J × Ω → Rd continue sur J × Ω et soit y : I → Ω
avec I ⊂ J , t0 ∈ I, y0 ∈ Ω, alors la fonction y, dérivable sur I, est solution du
problème de Cauchy sur I :{

y′(t) = f(t, y(t))

y(t0) = y0

⇔ y est continue sur I avec y(t) = y0 +

∫ t

t0

f(s, g(s))ds

Démonstration. Prouvons les deux implications séparément :
� (⇒) par hypothèse nous avons que y est dérivable sur I, donc y est aussi

continue sur I. Par composition avec la fonction f qui est continue sur
I × Ω ⊂ J × Ω par hypothèse nous avons que :

f∗ : I → Rd : t 7→ f(t, y(t))

est aussi continue sur I. Comme y est une solution de l'équation di�érentielle
nous déduisons que y′ ∈ C0(I,R) ce qui signi�e que y ∈ C1(I,R), et, par le
théorème fondamental de l'analyse, que ∀t ∈ I :

y(t)− y(t0) =

∫ t

t0

y′(s)ds⇔ y(t) = y0 +

∫ t

t0

y′(s)ds

� (⇐) par hypothèse nous avons que y est continue sur I, et, par composition
avec la fonction f , qui est continue sur I ×Ω ⊂ J ×Ω par hypothèse, nous
avons que :

f∗ : I → Rd : t 7→ f(t, y(t))

est aussi continue sur I. Et donc nous avons par le théorème fondamental
que la fonction :

F : I → Rd : t 7→
∫ t

t0

f(s, y(s))ds

est de classe C1 sur I ce qui signi�e que y est C1 sur I avec y(t0) = y0 car :

y(t) = y0 +

∫ t

t0

f(s, y(s))ds = y0 + F (t)

et nous avons que :

y′(t) =
d

dt

∫ t

t0

f(s, y(s))ds = f(t, y(t))

�

2. Existence et unicité locale

2.1. Théorème du point �xe.

Définition 43. Soit (X, dX), (Y, dY ) deux espace métrique et soit f : (X, dX)→
(Y, dY ) alors on dit que f est une contraction si ∃k ∈ [0, 1[ tel que ∀x, y ∈ X nous
avons que dY (f(x), f(y)) ≤ kdX(x, y).

Théorème 25. (Point �xe de Banach)
Soit (X, d) un espace métrique, soit A ⊂ X une partie non-vide complète de X et
soit f : A→ A une contraction alors nous avons que ∃x ∈ A, un unique point �xe
de f dans A, De plus, la suite dé�nie par récurrence : xn+1 = f(xn) converge vers
x, ∀x0 ∈ A.
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Démonstration. Prouvons l'existence du point �xe x ∈ A et alors prouvons
que x est unique dans A.
To do que soit x0 ∈ R alors avec la suite dé�nie par xn+1 = f(xn), nous avons que
∀n, p ∈ N :

d(xn+p, xn) ≤ d(xn+p, xn+p−1) + d(xn+p−1, xn+p−2) + · · ·+ d(xn+1, xn)

= d(fp(xn), fp−1(xn)) + d(fp−1(xn), fp−2(xn)) + · · ·+ d(f1(xn), f0(xn))

≤ kp−1d(f(xn), xn) + kp−2d(f(xn), xn) + · · ·+ k0d(f(xn), xn)

= (kp−1 + kp−2 + · · ·+ k0)d(f(xn), xn) =

p−1∑
i=0

kid(f(xn), xn)

Comme nous savons que :

d(f(xn), xn) ≤ kd(f(xn−1), xn−1) ≤ k2d(f(xn−2), xn−2) ≤ · · · ≤ knd(f(x0), x0)

Nous avons que ∀n, p ∈ N :

d(xn+p, xn) ≤
p−1∑
i=0

kid(f(xn), xn) =
(1− kp

1− k

)
d(f(xn), xn) ≤

(1− kp

1− k

)
knd(f(x0), x0)

≤
( kn

1− k

)
d(f(x0), x0) −→

n→+∞
0

Cette dernière limite ne dépend pas de p ∈ N. Tout cela nous donne que (xn)n∈N ∈
AN est une suite de Cauchy et tel que (xn)n∈N converge dans A vers x ∈ A car
(A, d) est a complet par hypothèse. De plus, comme f est une contraction elle est
continue sur A et alors en prenant la limite nous avons que :

x = lim
n→+∞

xn+1 = lim
n→+∞

f(xn) = f

(
lim
n→+∞

xn

)
= f(x)

Ce qui signi�e que x est a point �xe de f dans A. Et nous avons que x est unique
car si il avait x1, x2 ∈ A tel que f(x1) = x1 et f(x2) = x2 nous aurions, comme f
est une contraction, que :

d(x1, x2) = d(f(x1), f(x2)) ≤ kd(x1, x2) < d(x1, x2)

ce qui est une contradiction. �

Corollaire 4. Soit A 6= ∅ un sous ensemble complet de l'espace métrique
(X, d) soit f : A → A, et supposons que ∃n ∈ N0 tel que fn = fofofo . . . of est
une contraction alors ∃!a ∈ A tel que f(a) = a.

Démonstration. Comme fn est une contraction et par le théorème 24 nous
avons que ∃a ∈ A tel que fn(a) = a et donc nous avons que f(a) = f(fn(a)) =
fn(f(a)) ce qui signi�e que f(a) est un point �xe de fn et comme ce point �xe est
a et est unique nous avons que f(a) = a. �
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2.2. Cylindres en espace-temps.

Définition 44. Soit J 6= ∅ un intervalle de R, soit Ω 6= ∅ un ouvert de Rd,
et soit f : J ×Ω→ Rd alors on dit que f est une fonction de Lipschitz en espace si
∃M > 0 tel que ∀t ∈ J , ∀y1, y2 ∈ Ω nous avons que :

‖f(t, y1)− f(t, y2)‖ ≤ ‖y1 − y2‖

Définition 45. Soit J 6= ∅ un intervalle de R, soit Ω 6= ∅ un ouvert de Rd,
et soit f : J × Ω→ Rd alors on dit que f est localement une fonction de Lipschitz
en espace lorsque ∀t0 ∈ J , ∀y0 ∈ Ω, ∃J̄ ⊂ J un intervalle ouvert qui contient t0 et

∃Ω̄ ⊂ Ω un ouvert tel que f
∣∣∣
J̄×Ω̄

est une fonction de Lipschitz en espace.

Définition 46. Nous dé�nissons W(Rd,Rd) comme l'ensemble de toutes les
applications linéaires de Rd vers Rd, soit ‖.‖ une norme de Rd alors nous dé�nissons
|||.||| tel que ∀A ∈ W(Rd,Rd), ∀x ∈ R :

|||A||| := sup
‖x‖=1

‖Ax‖

et nous avons que |||.||| est une norme induite sur W(Rd,Rd) et que ∀x ∈ Rd,
‖Ax‖ ≤ |||A||| ‖x‖.

Proposition 50. Soit J 6= ∅ un intervalle de R, soit Ω 6= ∅ un ouvert de Rd,
et soit f : J×Ω→ Rd de classe C1 alors f est localement une fonction de Lipschitz
en espace.

Démonstration. Soit (t0, y0) ∈ J × Ω, comme J × Ω est un ouvert de Rd+1,
∃ε > 0 et δ > 0 tel que B(t0, ε[×B(y0, δ[⊂ J×Ω De plus, nous avons que l'ensemble
B
(
t0,

ε
2

]
×B

(
y0,

δ
2

]
est compact car c'est le produit direct de 2 compacts. Observons

que la fonction :

f∗ : B

(
t0,

ε

2

]
×B

(
y0,

δ

2

]
→W(Rd,Rd) : (t, y) 7→ dyf(t, y)

est continue sur J × Ω Comme f ∈ C1 sur J × Ω. Par conséquent, nous avons que

∃M(ε, δ) > 0 tel que ∀(t, y) ∈ B
(
t0,

ε
2

]
× B

(
y0,

δ
2

]
, ‖dyf(t, y)‖W(Rd,Rd) < M(ε, δ).

Maintenant, posons y1, y2 ∈ B
(
y0,

δ
2

]
et nous avons que ∀s ∈ [0, 1], (sy2 + (1 −

s)y1) ∈
(
y0,

δ
2

]
De plus, ∀t ∈ B

(
t0,

ε
2

]
nous avons que :

f(t, y2)− f(t, y1) =

∫ 1

0

< dyf(t, sy2 + (1− s)y1), (y2 − y1) > ds

⇔ ‖f(t, y2)− f(t, y1)‖ ≤
∫ 1

0

‖dyf(t, sy2 + (1− s)y1‖W(Rd,Rd) ‖y2 − y1‖ds

≤
∫ 1

0

M(ε, δ)‖y2 − y1‖ds ≤M(ε, δ)‖y2 − y1‖

Ce qui signi�e que f est localement une fonction de Lipschitz en espace. �

Définition 47. Soit t0 ∈ R et y0 ∈ Rd, l > 0, et r > 0, nous nommons
cylindre d'espace temps de center (t0, y0) de demi-axe l et de rayon r l'ensemble :

S(t0, y0, l, r) := {(t, y) ∈ R× Rd | |t− t0| ≤ l et ‖y − y0‖ ≤ r}
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Proposition 51. S(t0, y0, l, r) est un compact convexe ce qui signi�e que ∀s ∈
[0, 1], ∀(t1, y1), (t2, y2) ∈ S(t0, y0, l, r), (st2 + (1− s)t1, sy2 + (1− s)y1) ∈ S.

Proposition 52. Soit J 6= ∅ un intervalle de R, soit Ω 6= ∅ un ouvert de
Rd, soit f : J × Ω → Rd localement une fonction de Lipschitz en espace, soit
(t0, y0) ∈ J × Ω et soit l > 0, r > 0 tel que S(t0, y0, l, r) ⊂ J × Ω alors f est une
fonction de Lipschitz en espace sur S(t0, y0, l, r).

Démonstration. Soit (t, y) ∈ S(t0, y0, l, r), comme f est une fonction de Lip-
schitz locale en espace sur S(t0, y0, l, r), nous avons que ∃ε(t,y) > 0 et δ(t,y) > 0 tel
que f est une fonction de Lipschitz en espace sur B]t− ε(t,y), t+ ε(t,y)[×B

(
y, δ(t,y)

[
.

Comme :

S(t0, y0, l, r) ⊂ ∪
(t,y)∈S(t0,y0,l,r)

B]t− ε(t,y), t+ ε(t,y)[×B
(
y, δ(t,y)

[
et que S(t0, y0, l, r) est un compact nous avons que ∃p ∈ N tel que (ti, xi)1≤i≤p ∈
S(t0, y0, l, r) tel que :

S(t0, y0, l, r) ⊂
p
∪
i=1

]ti − ε(ti,yi), ti + ε(ti,yi)[×B
(
yi, δ(ti,yi)

[
Maintenant, soit t ∈ [t0 − l, t0 + l] et y, z ∈ B

(
y0, r

]
et décomposons le segment

[y, z] en prenant y = y1, y2, y3, . . . , ys = z avec s ≥ 2 et tel que ∀j ∈ {1, . . . , s− 1}
le segment [yj , yj+1] est inclus dans une des boites précédentes B

(
xk, δtk,xk

[
et

écrivons :

f(t, z)−f(t, y) =

s−1∑
j=1

f(t, yj+1)−f(t, yj)⇔
∥∥f(t, z)−f(t, y)

∥∥ ≤ s−1∑
j=1

∥∥f(t, yj+1)−f(t, yj)
∥∥

Notons M le maximum p des constantes de Lipschitz en espace et nous avons :

‖f(t, z)− f(t, y)‖ ≤M
s−1∑
j=1

‖yj+1 − yj‖ = M‖z − y‖

La dernière égalité vient du fait que tous les points sont sur une ligne. Et donc nous
avons que f est une fonction de Lipschitz en espace sur S(t0, y0, l, r). �

Définition 48. Soit J 6= ∅ un intervalle de R, soit Ω 6= ∅ un ouvert de Rd,
soit f : J × Ω→ Rd alors nous nommons cylindre de sécurité d'espace-temps pour
f dans (t0, y0) tous cylindres S(t0, y0, l, r) ⊂ J × Ω tel que l ≤ r

‖f‖∞,s

Proposition 53. Soit J 6= ∅ un intervalle de R, soit Ω 6= ∅ un ouvert de Rd,
soit f : J ×Ω→ Rd continue sur J ×Ω, alors ∀(t0, y0) ∈ J ×Ω,∃l > 0 et r > 0 tel
que S(t0, y0, l, r) est un cylindre de sécurité d'espace-temps pour f en (t0, y0).

Démonstration. Comme J × Ω est un ouvert ∃l′ > 0 et r > 0 tel que S′ =
S(t0, y0, l

′, r) ⊂ J × Ω et comme f est continue sur le compact S′ nous avons

qu'elle est aussi bornée sur S′ et en posant l = min
(
l′, r
‖f‖∞,S′

)
nous avons que

S := S(t0, y0, l
′, r) ⊂ J ×Ω et que l ≤ r

‖f‖∞,S′
≤ r
‖f‖∞,S car ‖f‖∞,S ≤ ‖f‖∞,S′ . Ce

qui signi�e que S(t0, y0, l
′, r) est un cylindre de sécurité d'espace-temps pour f en

(t0, y0). �
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2.3. Existence et unicité des solutions au problème de Cauchy.

Théorème 26. (Théorème local de Cauchy-Lipschitz)
Soit J 6= ∅ un intervalle de R, soit Ω 6= ∅ un ouvert de Rd, soit f : J × Ω → Rd
une fonction de Lipschitz locale en espace, continue sur J ×Ω. Soit (t0, y0) ∈ J ×Ω
et soit S(t0, y0, l, r) un cylindre de sécurité d'espace-temps pour f dans (t0, y0),

Alors le problème de Cauchy

{
y′(t) = f(t, y(t))

y(t0) = y0

admet une solution ȳ ∈ C1([t0−

l, t0 + l],Ω). De plus, toute autre solution ỹ au problème de Cauchy dé�nie dans
C1([t0 − l, t0 + l],Ω) est équivalent à ȳ, ∀t ∈ [t0 − l, t0 + l]⇔ ȳ(t) = ỹ(t).

Démonstration. Pour prouver l'existence de la solution, construisons une
suite de fonctions dans (C0([t0 − l, t0 + l],Rd), ‖.‖∞) et montrons que cette suite
converge uniformément sur [t0 − l, t0 + l] vers la solution au problème de Cauchy.
Maintenant, soit r > 0, l > 0 et soit I = [t0 − l, t0 + l] et dé�nissons :

A(I) := {y ∈ C0(I,Rd) | ∀t ∈ I, ‖y(t)− y0‖ ≤ r}

Observons queA(I) est fermé dans (C0(I,Rd), ‖.‖∞) et donc comme (C0(I,Rd), ‖.‖∞)
est complet nous avons que A(I) est complet. A(I) est non-vide car il contient
y = y0. Posons :

T : A(I)→ C0(I,Rd) : y 7→ Ty

où Ty : I → Rd : t 7→ y0 +

∫ t

t0

f(s, y(s))ds

Observons que ∀y ∈ A(I), nous avons que Ty ∈ C0(I,Rd) Comme f et y are
continue sur I. Maintenant, soit see que ∀t ∈ I :

‖Ty(t)− y0‖ ≤
∥∥∥∥∫ t

t0

f(s, y(s))ds

∥∥∥∥ ≤ ∫ max(t0,t)

min(t0,t)

‖f‖∞,(I×B(y0,r[)=S

≤ |t− t0| ‖f‖∞,S ≤ l ‖f‖∞,S ≤ r
la dernière inégalité vient du fait que S est a un cylindre de sécurité d'espace-temps
for f dans (t0, y0) ce qui signi�e que l ≤ r

‖f‖∞,S et donc ∀y ∈ A(I), Ty ∈ A(I) Ce
qui nous donne que T (A(I)) ⊂ A(I). Maintenant, observons que ∀y1, y2 ∈ A(I),
∀t ∈ I :

Ty1(t)−Ty2(t) = y0+

∫ t

t0

f(s, y1(s))ds−y0−
∫ t

t0

f(s, y2(s))ds =

∫ t

t0

(f(s, y1(s))−f(s, y2(s)))ds

Comme f est une fonction de Lipschitz locale en espace sur J × Ω nous avons
que elle est une fonction de Lipschitz en espace sur S de constante L. Maintenant,
montrons par récurrence que ∀p ∈ N :

‖T py1(t)− T py2(t)‖ ≤ Lp(t− t0)p

p!
‖y1 − y2‖∞,I

� Pour p = 1 :

‖Ty1(t)− Ty2(t)‖ ≤
∫ t

t0

‖f(s, y1(s))− f(s, y2(s))‖ds ≤
∫ t

t0

L‖y1(s)− y2(s)‖ds

≤
∫ t

t0

L‖y1 − y2‖∞,Ids = L(t− t0)‖y1 − y2‖∞,I



3. EXISTENCE ET UNICITÉ GLOBALE 57

� Pour la récurrence : supposons que p ∈ N, p ≥ 1 :

‖T py1(t)− T py2(t)‖ ≤ Lp(t− t0)p

p!
‖y1 − y0‖∞,I

Alors nous avons que ∀t ∈ I :

‖T p+1
y1 (t)− T p+1

y2 (t)‖ ≤ L
∫ t

t0

‖T py1(s)− T py2(s)‖ds ≤ L
∫ t

t0

Lp(s− t0)p

p!
‖y1 − y2‖∞,I

≤ Lp+1

p!

[
(s− t0)p+1

p+ 1

]t
t0

‖y1 − y2‖∞,S ≤
Lp+1

(p+ 1)!
(t− t0)p+1‖y1 − y2‖∞,S

Mais il existe p ∈ N tel que (Ll)p0

p0! ≤ 1 alors nous avons que T p0 est une contraction
sur A(I). Ainsi, par la proposition 50, T admet un point �xe ȳ dans A(I) ce qui
signi�e que Tȳ = ȳ et donc ∀t ∈ I nous avons que :

Tȳ(t) = ȳ(t) = y0 +

∫ t

t0

f(s, ȳ(s))ds

et nous avons que ȳ est de classe C1(I,R) solution du problème de Cauchy.
Maintenant, prouvons que ȳ est unique dans I = [t0 − l, t0 + l] par l'absurde si on
dit que ∃ỹ une solution du problème de Cauchy sur l'intervalle Ĩ = [t0 − l, t0 + l].
Maintenant, posons ŷ = ỹ[t0−l,t0+l] nous avons que ŷ ∈ C1(I,Rd) et comme S est
un cylindre de sécurité de f en (t0, x0) nous avons que ∀t ∈ I, ‖ŷ(t) − y0‖ ≤ r et
donc ŷ ∈ A(I). Comme ŷ est solution nous avons que Tŷ = ŷ, nous déduisons que
∀t ∈ I, ỹ(t) = ȳ(t) par unicité du point �xe de T dans A(I). �

Remark 1. Soit J 6= ∅ un intervalle de R, soit Ω 6= ∅ un ouvert de Rd,
soit f : J × Ω → Rd tel que f ∈ Ck(J × Ω,Rd) avec k ≥ 1 alors toutes solutions
y : I ⊂ J → R à l'équation di�érentielle y′(t) = f(t, y(t)) est de classe Ck+1 sur I.

3. Existence et unicité globale

3.1. Bouts droits et bouts gauches.

Définition 49. Soit (X, d) un espace métrique de A ⊂ X on dit que a ∈ X
est adhérent à A lorsque ∀ε > 0, B(a, ε] ∩A 6= ∅.

Définition 50. Soit (X, d) un espace métrique de A ⊂ X on dit que a ∈ X
est un point d'accumulation de A lorsque ∀ε > 0,

(
B(a, ε]\{a}

)
∩A 6= ∅

Définition 51. Soit X,Y be 2 sets et f : X → Y nous nommons graphe de f
l'ensemble :

G(f) := {(x, f(x)) | x ∈ X} ⊂ X × Y

Définition 52. Soit α < β et soit y :]α, β[→ Rd nous nommons bout droit of
y tous points d'accumulations du graphe de f , G(f), de la forme (β, z) où z ∈ Rd.
Et nous nommons bout gauche de y tous points d'accumulations du graphe de f ,
G(f), de la forme (α, z) où z ∈ Rd.
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3.2. Solutions maximale.

Définition 53. Soit J 6= ∅ un intervalle de R, soit Ω 6= ∅ un ouvert de Rd,
soit f : J × Ω→ Rd. Soit y1, y2 deux solutions du problème de Cauchy :{

y′(t) = f(t, y(t))

y(t0) = y0

respectivement dé�nies sur sur I1 et I2, alors on dit que y2 est une sur-solution de
y1 lorsque : {

I1 ⊆ I2
∀t ∈ I1, y1(t) = y2(t)

Définition 54. Soit J 6= ∅ un intervalle de R, soit Ω 6= ∅ un ouvert de Rd,
soit f : J × Ω→ Rd, alorsune solution y du problème de Cauchy :{

y′(t) = f(t, y(t))

y(t0) = y0

dé�nie sur I ⊆ J qui contient t0 est dites maximal lorsque elle est sa seule sur-
solution.

3.3. Théorème de Cauchy-Lipschitz global.

Théorème 27. (Théorème de Cauchy Lipschitz Global)
Soit J 6= ∅ un intervalle de R, soit Ω 6= ∅ un ouvert de Rd, soit f : J×Ω→ Rd une
fonction de Lipschitz locale en espace qui est continue sur J×Ω. Soit (t0, y0) ∈ J×Ω,
alors il existe une unique solution maximale y du problème de Cauchy :

(?)

{
y′(t) = f(t, y(t))

y(t0) = y0

dé�nie sur I ⊆ J , où t0 ∈ I et I est ouvert. De plus, les bouts de la solution
maximale y ∈ ∂(J × Ω).

Démonstration. Notons :

I := {Ii ⊆ I | où Ii est un intervalle admettant une solution à (?) qui contient t0}

N1 := { extrémités gauches des éléments de I}
N2 := { extrémités droites des éléments de I}

Maintenant, posons α = inf N1 et β = sup N2. Par le théorème de Cauchy-Lipschitz
local, nous avons que ∃l > 0 tel que [t0−l, t0+l] ∈ I ce qui signi�e que t0−l ∈ N1 6=
∅ et t0 + l ∈ N2 6= ∅ et nous avons que α < t0 < β, avec ]α, β[⊂ J . dé�nissons une
solution à (?) sur ]α, β[ et nous verrons que cette solution est maximal. Dé�nissons la
solution sur [t0, β[ et répétons le même raisonnement pour les parties de la solution
sur ]α, t0]. Alors, dé�nissons, y1 et y2 deux solutions de (?) dé�nies sur I1 et I2
respectivement et soit t ∈ I1 ∩ I2 ∩ [t0, β[ montrons que y1(t) = y2(t). Considérons :

A = {s ∈ [t0, t] | y1 = y2 sur [t0, s]}
observons que t0 ∈ A et donc A 6= ∅ et A ⊆ [t0, t] donc A est majoré et donc nous
pouvons poser τ = sup (A) alors nous avons que t0 ≤ τ ≤ t. Par le théorème de
Cauchy-Lipschitz local, nous avons que ∃l > 0 tel que la solution à (?) est unique
sur [t0, t0 +l] ⊂ A et donc nous avons que t0 ≤ t0 +l ≤ τ ≤ t. Maintenant, montrons



3. EXISTENCE ET UNICITÉ GLOBALE 59

que τ ∈ A. Pour ce faire, soit 0 < ε < τ − t0, nous avons, par dé�nition de τ , que
∃sε ∈ [τ − ε, τ ] ∩ A et donc y1 = y2 sur [t0, sε] et en particulier y1(sε) = y2(sε) ⇔
y1(τ − ε) = y2(τ − ε) et donc par continuité de y1 et y2 sur [t0, t] nous avons qu'elles
sont continues dans τ et nous obtenons que :

lim
ε→0

y1(τ − ε) = lim
ε→0

y2(τ − ε)⇔ y1(τ) = y2(τ)

Ce qui signi�e que τ ∈ A. Maintenant, montrons que τ = t. Par l'absurde, supposons
que τ < t. Comme les fonctions y1 et y2 sont continues sur [t0, t] et par le fait qu'elles
sont de valeur commune y1(τ) = y2(τ) car τ ∈ A, nous avons en considérant le
problème de Cauchy : {

y′(t) = f(t, y(t))

y(τ) = y1(τ) = y2(τ)

l'existence et l'unicité de la solution à cette équation ce qui signi�e que ∃l̃ > 0 tel
que y1 = y2 sur [τ − l̃, τ + l̃] et nous déduisons que y1 = y2 sur [t0, τ + l̃] ce qui
signi�e que τ + l̃ ∈ A et nous avons une contradiction avec le fait que τ = sup (A),
donc τ = t et nous avons que y1(t) = y2(t) comme voulu. Nous pouvons donc dé�nir
y :]α, β[→ Ω une solution de (?) dans [t0, t]. Maintenant, pour prouver que c'est
une solution maximale, supposons que ỹ est aussi une solution à (?) dé�nie sur Ĩ
avec ]α, β[⊂ Ĩ et ∀t ∈]α, β[, nous avons que y(t) = ỹ(t). Alors si ∃t̃ ∈ Ĩ\]α, β[ nous
avons que t̃ ∈ J et ỹ(t̃) ∈ Ω. Le théorème local de Cauchy-Lipschitz nous dit que
∃l̄ > 0 tel que nous avons une extension de ỹ sur [t̃ − l̄, t̃ + l̄] et en particulier ỹ
(étendue) est une solution de (?) sur :{

]α, t̃+ l̄[ si t̃ ≥ β
]t̃− l̄, β[ si t̃ ≤ α

et donc

{
t̃+ l̄ ∈ N2

t̃− l̄ ∈ N1

en contradiction avec le fait que

{
β = sup N2

α = inf N1

Nous concluons que Ĩ∩]α, β[= ∅ et tel que Ĩ =]α, β[ ce qui signi�e que y est a
solution maximale de (?). Maintenant, pour prouver que y est unique supposons
que Y est une solution à (?) sur Ĩ = |α̃, β̃| qui contient t0 avec la construction
précédente de Y nous avons que α ≤ α̃ et que β̃ ≤ β. Si α̃ ∈ Ĩ alors nous avons que
nous pouvons étendre cette solution à Y sur [α̃−¯̄l, β̃| et nous avons une contradiction
avec le fait que Y est une solution maximale de (?). Nous avons le même problème
si nous avons que β̃ ∈ Ĩ ce qui signi�e que Ĩ =]α̃, β̃[ et nous avons que ]α̃, β̃[⊆]α, β[

mais, par construction, la seule possibilité est ]α̃, β̃[=]α, β[ et y = Y . Comme la
preuve est su�samment longue, nous admettons le fait que les bout de la solution
maximale de y ∈ ∂(J × Ω). �

Proposition 54. Soit J 6= ∅ un intervalle de R, soit Ω 6= ∅ un ouvert de Rd,
soit f : J × Ω → Rd une fonction de Lipschitz locale en espace qui est continue
sur J × Ω. Soit (t0, y0) ∈ J × Ω, alors il existe une unique solution maximale y au
problème de Cauchy :

(?)

{
y′(t) = f(t, y(t))

y(t0) = y0

dé�nie sur I ⊆ J , où t0 ∈ I et I est ouvert. Notons J =]a, b[ et I =]α, β[ et donc :

(1) Si α > a alors ∀K ⊂ Ω où K est un compact, ∀(tn)n∈N ∈]α, β[N avec
tn −−−−−→

n→+∞
α, nous avons que :

#{n ∈ N | y(tn) 6∈ K} = +∞
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(2) Si β < b alors ∀K ⊂ Ω où K est un compact, ∀(tn)n∈N ∈]α, β[N avec
tn −−−−−→

n→+∞
β, nous avons que :

#{n ∈ N | y(tn) 6∈ K} = +∞

Démonstration. Nous montrons juste le cas où β < b, l'autre étant si-
milaire. Par l'absurde, posons que ∃K ⊂ Ω compact tel que ∃(tn)n∈N ∈]α, β[N

avec tn −−−−−→
n→+∞

β− et #{n ∈ N | y(tn) 6∈ K} est �ni alors nous obtenons que

#{n ∈ N | y(tn) ∈ K} est in�ni. De ce fait, nous avons que ∃ϕ : N→ N strictement
croissante avec ∀n ∈ N, y(tϕ(n)) ∈ K et Comme K est compact nous avons que
∃ψ : N→ N strictement croissante et ȳ ∈ K avec y(t(ϕoψ)(n)) −−−−−→

n→+∞
ȳ et nous en

déduisons que : (
t(ϕoψ)(n), y

(
t(ϕoψ)(n)

))
−−−−−→
n→+∞

(β, ȳ)

ce qui signi�e que (β, ȳ) ∈]a, b[×K est un bout droit de la solution maximale y au
problème de Cauchy (?). Mais, par le théorème de Cauchy-Lipschitz global, nous
avons que (β, ȳ) ∈ ∂(]a, b[×Ω), et comme ]a, b[×Ω est un ouvert nous avons que
]a, b[×K∩∂(]a, b[×Ω) = ∅ ce qui est en contradiction avec l'existence de (β, ȳ). �

4. Flot d'une équation di�érentielle et intégrales premières

4.1. Notion de �ot.

Définition 55. Soit J 6= ∅ un intervalle de R, soit Ω 6= ∅ un ouvert de Rd,
soit f : J ×Ω→ Rd une fonction de Lipschitz locale en espace qui est continue sur
J ×Ω, alors nous dé�nissons le �ux de l'équation di�érentielle pour le problème de
Cauchy : {

y′(t) = f(t, y(t))

y(τ) = y1(τ) = y2(τ)

comme la fonction ( et pas l'application dans ce cas ) :

φ : J × J × Ω→ Ω : (t, t0, y0)→ les valeurs de la solution maximale de (?) dans t

Proposition 55. Soit J 6= ∅ un intervalle de R, soit Ω 6= ∅ un ouvert de Rd,
soit f : J × Ω → Rd be une fonction de Lipschitz locale en espace qui est continue
sur J × Ω et soit (t0, y0) ∈ J × Ω alors ∃ε > 0 et δ > 0 tel que B(y0, ε[⊆ Ω et φ le
�ux de l'équation di�érentielle est une application de [t0 − δ, t0 + δ]× B(y0, ε[. De
plus, nous avons que ∀t ∈ [t0 − δ, t0 + δ] et ∀y ∈ B(y0, ε[ :

φ(t0, t, φ(t, t0, y0)) = y0

4.2. Intégrales premières.

Définition 56. Soit J 6= ∅ un intervalle de R, soit Ω 6= ∅ un ouvert de Rd,
soit J̃ × Ω̃ ⊂ J × Ω, alors on dit que H : J̃ × Ω̃ → R est l'intégrale première de
(?) : y′(t) = f(t, y(t)) lorsque H ∈ C1(J̃ × Ω̃,R) est constant et :

dH

dt
(t, y(t)) =

∂H

∂t
(t, y(t)) +∇H(t, y(t))f(t, y(t)) = 0
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4.3. Théorème de Cauchy-Peanö.

Théorème 28. (Théorème de Cauchy-Peanö)
Soit J 6= ∅ un intervalle de R, soit Ω 6= ∅ un ouvert de Rd, soit f : J × Ω → Rd
continue sur J × Ω et soit (t0, x0) ∈ J × Ω alors ∃δ > 0 tel que [t0 − δ, t0 + δ] ⊂ J
et il existe une solution y du problème de Cauchy :

(?)

{
y′(t) = f(t, y(t))

y(t0) = y0

qui est dé�nie sur [t0 − δ, t0 + δ].

Démonstration. Etendons la fonction f dé�nie sur J × Ω au domaine de
R× Rd en prenant la fonction :

f : R× Rd → R : (t, y) 7→

{
f(t, y) si (t, y) ∈ J × Ω

0 si (t, y) 6∈ J × Ω

Prenons un suite de régulation (ρk)k∈N tel que : ∀k ∈ N, ρk ∈ C∞b (Rd,R+),∫
Rd ρk(x)dx = 1 et Supp (ρk) ⊂ B

(
0, 1

k

]
. Alors ∀k ∈ N nous notons :

fk : J × Ω→ Rd : (t, x) 7→
∫
Rd
f(t, x− y)ρk(y)dy

nous avons que ∀k ∈ N, fk ∈ C∞(J × Ω,Rd) et fk est une fonction de Lipschitz

locale en espace. De plus, ∀t ∈ J nous avons que fk(t, •) CV U−−−−−−−−−−−−−−−−−→
on tous compacts deΩ

f

et donc fk
CV U−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

on tous compacts deJ×Ω
f . Ainsi, soit (t0, y0) ∈ J × Ω, choisissons

l > 0 et δ > 0 tel que S = S(t0, y0, l, δ) ⊂ J × Ω et nous avons que :

‖fk‖∞,S ≤ ‖f − fk‖∞,S + ‖f‖∞,S ≤ A

où A ∈ R est indépendant de k car fk
CV U−−−→
S

f et f est continue et donc bornée sur

le compact S. Alors nous �xons l tel que 0 < l < δ
A qui peut seulement être plus

petit que le précédent. Nous obtenons alors que S est un cylindre de sécurité des
fonctions fk ∀k ∈ N et le théorème Cauchy-Lipschitz local nous avons que ∀k ∈ N :

∃!yk(t) = y0 +

∫ t

t0

fk(s, yk(s))ds

dé�nie sur [t0 − l, t0 + l]. A partir de là, observons que ∀k ∈ N, la fonction yk est
uniformément bornée sur le domaine [t0 − l, t0 + l] car ∀t ∈ [t0 − l, t0 + l], ∀k ∈ N,
‖yk(t)‖ ≤ ‖y0‖+ δ et donc (‖yk‖∞,S)k∈N ≤ ‖y0‖+ δ. De plus, l'ensemble {yk}k∈N
est équi-Lipschitz sur [t0 − l, t0 + l] car ∀t1, t2 ∈ [t0 − l, t0 + l], ∀k ∈ N :

‖yk(t1)− yk(t2)‖ ≤
∫ max(t1,t2)

min(t1,t2)

‖fk(s, y(s))‖ds ≤ A|t2 − t1|

Et, en particulier, {yk}k∈N est équi-continue, Ainsi, par le théorème 23, ∃ϕ : N→ N
strictement croissante et y ∈ C0([t0 − l, t0 + l],Rd) tel que yϕ(k)

CV U−−−−−−−→
[t0−l,t0+l]

y.

Maintenant, observons que ∀s ∈ [t0 − l, t0 + l], ∀k ∈ N :

‖fk(s, yϕ(k)(s))−f(s, y(s))‖ ≤ ‖fk(s, yϕ(k)(s))−f(s, yϕ(k)(s))‖+‖f(s, yϕ(k)(s))−f(s, y(s))‖
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≤ sup
s∈[t0−l,t0+l]

‖fk(s, yϕ(k)(s))−f(s, yϕ(k)(s))‖+ sup
s∈[t0−l,t0+l]

‖f(s, yϕ(k)(s))−f(s, y(s))‖ −−−−→
k→∞

0

En e�et, le premier terme converge vers 0 car fk
CV U−−−→
S

f et le second aussi converge

vers 0 car yϕ(k)
CV U−−−−−−−→

[t0−l,t0+l]
y et f ∈ C0(J × Ω,R). Et nous en déduisons que

fk(•, y(•)) CV U−−−−−−−→
[t0−l,t0+l]

f(•, y(•)). Ainsi, en prenant la limite, k → +∞ dans l'égalité :

yk(t) = y0 +

∫ t

t0

fk(s, yk(s))ds

nous obtenons que :

y(t) = y0 +

∫ t

t0

f(s, y(s))ds

et nous avons que y est solution du problème de Cauchy (?). �



Chapitre 5

Systèmes d'équations di�érentielles linéaires

1. Existence et unicité des solutions globales

1.1. Motivation.

Définition 57. Soit J ⊂ R un intervalle non-vide et soit d ∈ N0, soit (aij)1≤i,j≤d :
J → K et soit (bi)1≤i≤d : J → K où K = R or C, alors on appelle système d'équa-
tion di�érentielle l'ensemble d'équation :

(??)


x′1(t) = a11(t)x1(t) + a12(t)x2(t) + · · ·+ a1d(t)xd(t) + b1(t)

x′2(t) = a21(t)x1(t) + a22(t)x2(t) + · · ·+ a2d(t)xd(t) + b2(t)
...

x′d(t) = ad1(t)x1(t) + ad2(t)x2(t) + · · ·+ add(t)xd(t) + bd(t)

où x1, x2, . . . , xd sont des fonction scalaires dérivables sur l'intervalle I ⊂ J . Ainsi,
en introduisant la notation :

A : J →Md(K) : t 7→ (aij(t))1≤i,j≤d

B : J → Kd : t 7→ (bi(t))1≤i≤d

X : J → Kd : t 7→ (xi(t))1≤i≤d

le système (??) peut être écrit comme : X ′(t) = A(t)X(t) +B(t)

1.2. Théorème de Cauchy linéaire.

Lemma 10. (Lemme de Grönwall)
Soit u : [a, b] → R+ Riemann intégrable sur [a, b] où a, b ∈ R et soit α, β ∈ R+

alors si ∀t ∈ [a, b], u(t) ≤ α + β
∫ t
a
u(s)ds nous avons que ∀t ∈ [a, b], u(t) ≤

αexp (β(t− a)).

Démonstration. Si β = 0 alors le lemme est trivial.
Sinon, nous avons que β > 0, alors en posant :

f : [a, b]→ R : t 7→
(
α

β
+

∫ t

a

u(s)ds

)
exp(−β(t− a))

nous avons que la fonction f ∈ C1([a, b],R) et que ∀t ∈ [a, b] :

f ′(t) = u(t)exp(−β(t− a))− β
(
α

β
+

∫ t

a

u(s)ds

)
exp(−β(t− a))

=

[
u(t)−

(
α+ β

∫ t

a

u(s)ds

)]
≤0

exp(−β(t− a))
>0

≤ 0

63
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et nous déduisons que f est décroissante sur le segment [a, b] donc ∀t ∈ [a, b] :

f(t) ≤ f(a)⇔
(
α

β
+

∫ t

a

u(s)ds

)
exp(−β(t− a)) ≤ α

β

⇔ α

β
exp(−β(t− a)) +

∫ t

a

u(s)ds exp(−β(t− a)) ≤ α

β

⇔ α+ β

∫ t

a

u(s)ds ≤ α exp(β(t− a))⇔ u(t) ≤ α exp(β(t− a))

�

Théorème 29. (Théorème de Cauchy linéaire)
Considérons le système d'équation di�érentielle (??) : X ′(t) = A(t)X(t) +B(t), si
les fonctions A : J → K : t 7→ A(t) et B : J → K : t 7→ B(t) are continue sur J
alors ∀X0 ∈ Kd, il existe une unique solution X du problème de Cauchy :{

X ′(t) = A(t)X(t) +B(t)

X(t0) = X0

Démonstration. Soit J = |a, b| ⊂ R un ouvert alors étendons le domaine de
la fonction f(t,X) : J × Ω→ A(t)X +B(t) à R×Kd en prenant la fonction :

f(t,X) =


A(a)X +B(a) si t ≤ a
A(t)X +B(t) si t ∈J
A(b)X +B(b) si t ≥ b

Observons que f ∈ C0(R×Kd,Kd). De plus, f une fonction de Lipschitz en espace
en e�et, soit ‖.‖ la norme de Kd et |||.||| la norme induite sur Md(K) alors soit
[c, d] ⊂ J = R. Alors les fonctions A et B are continue sur [c, d] et donc elles
sont toutes deux bornées ce qui signi�e que ∃MA,MB > 0 tel que ∀t ∈ [a, b],
|||A(t)||| ≤ MA et |||B(t)||| ≤ MB . Maintenant, observons que ∀X,Y ∈ Kd et
∀t ∈ [a, b] nous avons que :

‖f(t,X)− f(t, Y )‖ = ‖A(t)X +B(t)−A(t)Y −B(t)‖ = ‖A(t)(X − Y )‖

≤ |||A(t)||| ‖X − Y ‖ ≤MA‖X − Y ‖
Ce qui signi�e que f est une fonction de Lipschitz en espace. Alors pour l'espace
vectoriel, nous pouvons appliquer le théorème global de Cauchy-Lipschitz sur le
problème de Cauchy, et nous savons qu'il existe a unique solution maximale à
l'équation (??) et X(t0) = X0 dé�nie sur un intervalle ouvert ]α, β[ avec ∞ ≤
α < t0 < β ≤ +∞ Pour avoir une solution globale, nous devons juste montrer que
α = −∞ et β = +∞. Par l'absurde, posons que β 6= +∞ alors nous avons que la
solution maximale est dé�nie sur ]α, β[ et donc aussi sur [t0, β[ et comme la fonction
A et B sont continues sur le segment [t0, β] nous avons qu'elles sont bornées sur ce
segment par MA et MB respectivement. Alors ∀t ∈ [t0, β[ :

X(t)−X(t0) =

∫ t

t0

(A(s)X(s) +B(s))ds

car X ∈ C1([t0, β[,Kd) est solution de (??) sur [t0, β[ et donc nous avons que :

‖X(t)‖ ≤ ‖X0‖+

∫ t

t0

(|||A(s)||| ‖X(s)‖+ ‖B(s)‖)ds
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⇔ ‖X(t)‖ ≤ ‖X0‖+MB(t− t0) +MA

∫ t

t0

‖X(s)‖ds

⇔ ‖X(t)‖ ≤ ‖X0‖+MB(β − t0) +MA

∫ t

t0

‖X(s)‖ds

et, par application du lemme 13, sur la fonction continue dé�nie ∀t1 ∈ [t0, β[ par :

u : [t0, t1]→ R+ : s 7→ ‖X(s)‖

Nous obtenons que ∀t ∈ [t0, t1], u(t) ≤ exp(β(t − t0)). Cela nous donne que ∀t ∈
[t0, β[, ‖X(t)‖ ≤

(
‖X0‖+MB(β− t0)

)
exp(MA(t− t0)). Et alors, comme {X(t) | t ∈

[t0, β[} est bornée dans Kd, ∃(tn)n∈N ∈ [t0, β[N et X̄ ∈ Kd tel que X(tn) −−−−−→
n→+∞

X̄

alors nous avons que (β, X̄) est un bout droit de la solution maximale sur ∂(R ×
Kd) = ∅ ce qui est une contradiction avec le théorème global de Cauchy-Lipschitz.

�

1.3. Système linéaire homogènes et matrices résolvantes.

Définition 58. Considérons le système d'équations di�érentielles (??) : X ′(t) =
A(t)X(t) +B(t) on dit que ce système est homogène si B(t) = 0 ∈ Kd.

Proposition 56. Notons :

SH := {Y ∈ C1(J,Kd) | Y est une solution à l'équation homogène (??) ≡ X ′(t) = A(t)X(t)}

où la fonction A : J → K : t 7→ A(t) est continue sur J .

(1) SH est un espace vectoriel.

(2) ∀t0 ∈ J l'application ϕt0 : SH → Kd : X 7→ X(t0) est isomorphisme
d'espaces vectoriels.

Démonstration. Le premier point et le fait que ,∀t0 ∈ R, ϕt0 est un mor-
phisme sont triviaux. Maintenant, prouvons que ,∀t0 ∈ R, ϕt0 est une bijection
nous avons juste à utiliser le théorème 28 que l'antécédant par ϕt0 de tous X0 ∈ Kd
existe et est unique ∀t0 ∈ J ce qui signi�e que ∀t0 ∈ J la fonction ϕt0 est a bijection
et donc un isomorphisme vectoriel. �

Proposition 57. SH est de dimension �nie d.

Définition 59. La matrice résolvante for l'équation homogène (??) est la ma-
trice dé�nie ∀t0, t ∈ J by :

R(t, t0) = Mat(ϕtoϕ
−1
t0 ,BC(Kd)) = Mat(φ(t, t0, •),BC(Kd))

où φ est le �ux de l'équation di�érentielle pour l'équation (??) et BC(Kd) est la base
canonique de Kd.

Proposition 58. ∀t, t0 ∈ J nous avons que :

(1) R(t, t0) ∈ GLd(K)

(2) R(t, s)×R(s, t0) = R(t, t0)

(3) [R(t, s)]−1 = R(s, t)

Démonstration. Prouvons les trois points séparément :
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(1) Observons que ϕt est un isomorphisme vectoriel ∀t ∈ J par la proposition
58 ce qui signi�e que ϕ−1

t est aussi un isomorphisme vectoriel ∀t ∈ J . Cela
nous donne que que ϕtoϕ

−1
t0 est un automorphisme d'espace vectoriels. Or,

R(t, t0) est la matrice la matrice d'un automorphisme vectoriel nous avons
que R(t, t0) ∈ GLd(K).

(2) Nous pouvons voir que :

R(t, s)×R(s, t0) = Mat (ϕtoϕ
−1
s )×Mat (ϕsoϕ

−1
t0 ) = Mat ((ϕtoϕ

−1
s )o(ϕsoϕ

−1
t0 ))

= Mat (ϕto(ϕ
−1
s oϕs)oϕ

−1
t0 ) = Mat (ϕtoϕ

−1
t0 ) = R(t, t0)

(3) Observons que :

R(s, t)×R(t, s) = R(t, t) = Mat (ϕtoϕ
−1
t ) = Mat (Id) = Id

R(t, s)×R(s, t) = R(s, s) = Mat (ϕtoϕ
−1
t ) = Mat (Id) = Id

⇔ [R(t, s)]−1 = R(s, t)

�

Définition 60. On appelle système fondamental de solution pour l'équation
homogène (??) toutes bases de SH .

Proposition 59. Soit SH de dimension d, alors les trois points suivants sont
équivalent :

(1) {v1, v2, . . . , vd} est un système de solutions fondamental pour l'équation ho-
mogène (??).

(2) ∀t ∈ J , det (v1(t), v2(t), . . . , vd(t)) 6= 0.

(3) ∃t0 ∈ J , tel que det (v1(t0), v2(t0), . . . , vd(t0)) 6= 0.

Démonstration. � (1⇒ 2) Comme (ϕt(v1), ϕt(v2), . . . , ϕt(vd)) = (v1(t), v2(t), . . . , vd(t))
et comme {v1, v2, . . . , vd} est une base de SH et ϕt est un isomorphisme vec-
toriel nous avons que ∀t ∈ J {v1(t), v2(t), . . . , vd(t)} est un base de Rd et
tel que ∀t ∈ J , det (v1(t), v2(t), . . . , vd(t)) 6= 0.

� (2⇒ 3) J 6= ∅ et les propriétés du déterminant nous donne le résultat.
� (3 ⇒ 1) S'il existe t0 ∈ J tel que det (v1(t0), v2(t0), . . . , vd(t0)) 6= 0 alors

nous avons que {v1(t0), v2(t0), . . . , vd(t0)} est une base de Kd et ϕ−1
t0 est un

isomorphisme vectoriel. Comme (ϕ−1
t0 (v1(t)), ϕ−1

t0 (v2(t)), . . . , ϕ−1
t0 (vd(t))) =

(v1, v2, . . . , vd) nous avons que {v1, v2, . . . , vd} est a base de SH et donc est,
par dé�nition d'une solution fondamentale for l'équation homogène (??).

�

Définition 61. On appelle matrice fondamentale pour l'équation homogène
(??) ≡ X ′(t) = A(t)X(t) toutes matrices V ∈ C1(J,Md(K)) où les colonnes
forment une base de SH .

Proposition 60. Si la matrice V (t) est une matrice fondamentale et R(t, t0)
est une matrice résolvante pour l'équation homogène (??) ≡ X ′(t) = A(t)X(t) alors
nous avons que ∀(s, t) ∈ J2 :

V (t) = R(t, s)V (s)⇔ R(t, s) = V (t)V −1(s)
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Proposition 61. Soit la matrice R(t, t0), la matrice résolvante pour l'équation
homogène (??) ≡ X ′(t) = A(t)X(t) alors nous avons que ∀t0 ∈ J the application :

M : J →Md(K) : t→ R(t, t0)

est dérivable sur J et ∀t0 ∈ J nous avons l'identité suivante :

dR

dt
(t, t0) = A(t)R(t, t0)

Proposition 62. Soit R(t, t0), la matrice résolvante for l'équation homogène
(??) ≡ X ′(t) = A(t)X(t) alors nous avons que pour t0 ∈ J l'application :

M : J →Md(K) : t→ R(t, t0)

est dans C1(J,Md(K)) et est la seule solution au problème de Cauchy :{
M ′(t) = A(t)M(t)

M(t0) = Id

Proposition 63. Soit B ∈Md(K) et soit h ∈ C alors nous avons que :

det (Id + hB) = 1 + h Tr(B) +O(h2)

Démonstration. Comme B ∈Md(K) nous avons que ∃P ∈Md(K) tel que :

P−1BP =



λ1 ∗ ∗ · · · ∗

0 λ2 ∗
. . .

...

0 0
. . .

. . . ∗
...

. . .
. . .

. . . ∗
0 · · · 0 0 λd


= T

Ce qui signi�e que :

det (Id +hB) = det (Id +hPTP−1) = det ((P Id +hPT )P−1) = det (P (Id +hT )P−1)

= det (P )det (Id + hT )det (P−1) = det (Id + hT )

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + hλ1 ∗ ∗ · · · ∗

0 1 + hλ2 ∗
. . .

...

0 0
. . .

. . . ∗
...

. . .
. . .

. . . ∗
0 · · · 0 0 1 + hλd

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

d∏
j=1

(1 + hλj) = 1 + h

d∑
j=1

λj +O(h2) = 1 + h Tr(B) +O(h2)

�

Proposition 64. Considérons l'équation homogène (??) alors nous avons que
∀t, t0 ∈ J :

(1) Equation de Jacobi :

d

dt
det (R(t, t0)) = Tr (A)det(R(t, t0))
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(2) Formule de Liouville :

det (R(t, t0)) = exp

(∫ t

t0

Tr (A(s))ds

)
Démonstration. Prouvons les deux points séparément :

� Fixons t0 ∈ J et ∆ : J → R : t 7→ det(R(t, t0)), prenons t ∈ J et h ∈ R tel
que t+ h ∈ J alors nous avons que :

∆(t+ h) = det(R(t+ h, t0)) = det(R(t+ h, t0)R−1(t, t0)R(t, t0))

= det(R(t+ h, t0)R−1(t, t0))det(R(t, t0)) = det(R(t+ h, t0)R−1(t, t0))∆(t)

Comme M : J →Md(K) : t→ R(t, t0) est solution à l'équation :

M ′(t) = A(t)M(t)

nous avons que :

R(t+h, t0) = R(t, t0)+h
dR

dt
(t, t0)+O(h2)⇔ R(t+h, t0) = R(t, t0)+hA(t)R(t, t0)+O(h2)

⇔ R(t+ h, t0)R−1(t+ h, t0) = Id + hA(t) +O(h2)

Ce qui nous donne que :

∆(t+ h) = det(Id + hA(t) +O(h2))∆(t) = (1 + hTr(A(t)) +O(h2))∆(t)

⇔ ∆(t+ h)−∆(t) = hTr(A(t))∆(t) + ∆(t)O(h2)⇔ ∆′(t) = Tr(A(t))∆(t)

Ce que l'on voulait prouver.
� Par intégration sur l'équation de Jacobi, qui possible car la fonction Tr(A(t))

est C0 sur J nous obtenons que :

∆(t) = exp

(∫ t

t0

Tr(A(s))ds

)
∆(t0) = exp

(∫ t

t0

Tr(A(s))ds

)
�

2. Système inhomogènes, Méthode de variation des constantes

2.1. La structure de l'espace des solutions.

Théorème 30. Considérons le système non-homogène d'équation di�érentielles :

(E) ≡ X ′(t) = A(t)X(t) +B(t)

avec A(t) ∈ Md(K) et B ∈ Kd alors si A ∈ C0(J,Md(K)) et B ∈ C0(J,K) nous
avons que pour toutes solutions particulières de (E), Xp l'ensemble de toutes les
solutions à l'équation, S respecte l'identité suivante :

S = SH +Xp

Ce qui signi�e que S est un sous-espace a�n de C1(J,Kd) engendré par SH et
passant par Xp
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Démonstration. Soit Xp une solution particulière de (E) sur J et Y ∈
C1(J,Kd) alors nous avons que :

Y est solution de (E)

⇔ ∀t ∈ J , Y ′(t) = A(t)Y (t) +B(t)

⇔ ∀t ∈ J , (Y −Xp)
′(t) = A(t)[Y (t)−Xp(t)] +B(t)−B(t)

⇔ ∀t ∈ J , (Y −Xp)
′(t) = A(t)[Y (t)−Xp(t)]

⇔ (Y −Xp) est une solution à l'équation homogène (E)

�

2.2. Équations scalaire de Wronski.

Définition 62. Toutes équations di�érentielles de la forme :

(E) ≡ y(d)(t) + ud−1(t)y(d−1)(t) + · · ·+ u1(t)y′(t) + u0(t)y(t) + b(t)

où u0, u1, . . . , ud−1 : J → K et are C0 sur J et d'inconnue y : I ⊂ J → K, est dite
une équation scalaire de Wronski. Si nous notons :

Y (t) =



y(t)
y′(t)
y(2)(t)

...
y(d−2)(t)
y(d−1)(t)


, B(t) =



0
0
...
0
0
b(t)


∈ Kd et A(t) =



0 1 0 0 · · · 0

0 0 1 0
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . . 0

0
. . .

. . .
. . .

. . . 0
0 0 · · · 0 0 1

u0(t) u1(t) · · · · · · ud−2(t) ud−1(t)


∈Md(K)

nous avons que (E) ≡ Y ′(t) = A(t)Y (t) +B(t)

Définition 63. Soit y1, y2, . . . , yd, d solutions de l'équation (E) sur J alors
nous nommons Wronskien la fonction scalaire dé�nie ∀t ∈ J par :

W (y1, y2, . . . , yd)(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(t) y2(t) · · · yd−1(t) yd(t)
y′1(t) y′2(t) · · · y′d−1(t) y′d(t)
...

...
. . .

...
...

yd−2
1 (t) yd−2

2 (t) · · · yd−2
d−1(t) yd−2

d (t)

yd−1
1 (t) yd−1

2 (t) · · · yd−1
d−1(t) yd−1

d (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Proposition 65. Soit y1, y2, . . . , yd ∈ SH pour l'équation (E) alors les trois

propositions suivantes sont équivalentes :
� {y1, y2, . . . , yd} ⊂ SH forme une base de SH pour l'équation (E).
� ∀t ∈ J , W (y1, y2, . . . , yd)(t) 6= 0
� ∃t0 ∈ J tel que W (y1, y2, . . . , yd)(t0) 6= 0

Proposition 66. Soit y1, y2, . . . , yd ∈ SH pour l'équation (E) alors par la
formule de Liouville nous avons que ∀(t, t0) ∈ J :

W (y1, y2, . . . , yd)(t) = exp

(∫ t

t0

ud−1(s)ds

)
W (y1, y2, . . . , yd)(t0)
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3. Équations linéaires di�érentielles à coe�cients constants

3.1. Rappels d'algèbre linéaire.

Définition 64. une matrice N ∈ Md(K) est dites nilpotent si ∃k ∈ N tel que
Nk = 0 ∈Md(K).

Proposition 67. Soit N ∈ Md(C) nilpotent alors ∃P ∈ GLd(C) tel que
∃ε1, ε2, . . . , εd−1 ∈ {0, 1} avec :

P−1NP =



0 ε1 0 · · · 0

0 0 ε2
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
0 0 · · · 0 εd−1

0 0 · · · · · · 0


Proposition 68. (Décomposition de Dunford)

Soit M ∈ Md(C) alors il existe a unique couple (D,N) ∈ M2
d (K) tel que D est

diagonal, N est nilpotent avec M = D +N et ND = DN .

Définition 65. Soit λ ∈ C alors nous nommons bloc de Jordan toutes matrices
du type :

Jλ =



λ 1 0 · · · 0

0 λ 1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0

0
. . .

. . . λ 1
0 0 · · · 0 λ


Théorème 31. (Décomposition de Jordan)

Soit M ∈Md(C) alors ∃P ∈ GLd(C) et Jλ1
, Jλ2

, . . . , Jλd blocs de Jordan tel que :

M = P−1


Jλ1

0 · · · 0

0 Jλ2

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 · · · 0 Jλd

P
De plus, λ1, λ2, . . . , λd ∈ Spectrum(M) et nous avons que cette décomposition est
unique à l'exception d'une permutation de blocs.

3.2. Exponentielle de matrices.

Proposition 69. Soit A ∈Md(C) alors la série de puissance de terme général

uk : C→ C : t 7→ Ak

k! t
k à un rayon de convergence R = +∞.

Proposition 70. Comme Md(C) est complet nous avons que la série
+∞∑
k=0

Ak

k! t
k

converge normalement sur tous segments de R.

Proposition 71. Soit A ∈Md(K) alors la fonction :

expA : R→Md(K) : t 7→ exp(tA)
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est de classe C∞ sur R et nous avons que ∀p ∈ N :

dp

dtp
exp(tA) = Ap(tA) = exp(tA)Ap

Lemma 11. Soit N =



0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0

0
. . .

. . . 0 1
0 0 · · · 0 0


∈Md(K) , alors :

exp(tN) =



1 t t2

2 · · · td−1

(d−1)!

0 1 t
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . t2

2

0
. . .

. . . 1 t
0 0 · · · 0 1


Proposition 72. Soit A,B ∈Md(C) alors nous avons que ∀t ∈ R :

exp(t(A+B)) = exp(tA)exp(tB)⇔ AB = BA

Démonstration. Prouvons les deux implications séparément :
� (⇐) Soit t ∈ R alors nous avons que :

exp(t(A+B)) =

+∞∑
k=0

tk

k!
(A+B)k =

+∞∑
k=0

tk

k!

k∑
p=0

k!

(k − p)!p!
ApBk−p

La dernière inégalité provient du binôme de Newton et du fait que AB = BA
alors nous avons que :

exp(t(A+B)) =

+∞∑
k=0

k∑
p=0

(tA)p

p!

(tB)k−p

(k − p)!
=

(+∞∑
p=0

(tA)p

p!

)( +∞∑
k=0

(tB)k

k!

)
= exp(tA)exp(tB)

Il s'agit du produit de Cauchy de deux séries qui convergent normalement
sur les segments de R.

� (⇒) Dérivons exp(t(A+B)) = exp(tA)exp(tB) deux fois :

(exp(t(A+B)) = exp(tA)exp(tB))′′

⇔ ((A+B)exp(t(A+B)) = Aexp(tA)exp(tB) + exp(tA)exp(tB)B)′

⇔ (A+B)2exp(t(A+B)) = A2exp(tA)exp(tB)+2Aexp(tA)exp(tB)B+exp(tA)exp(tB)B2

En prenant t = 0 nous obtenons que :

(A+B)2 = A2 +2AB+B2 ⇔ A2 +AB+BA+B2 = A2 +2AB+B2 ⇔ BA = AB

�
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3.3. Systèmes d'équations linéaires di�érentielles à coe�cient constants.

Proposition 73. Si on considère le système d'équations homogène Y ′(t) =
AY (t) où A ∈ Md(K) est constante ∀t ∈ R nous avons que la matrice résolvante
est la solution à l'équation :{

d
dtR(t, t0) = AR(t, t0)

R(t, t0) = Id
⇔ R(t, t0) = exp ((t− t0)A)

Proposition 74. Soit A ∈Md(K) alors nous avons que det(exp(A)) = exp(Tr(A)).

Proposition 75. Soit A,B ∈Md(C) et soit P ∈ GLd(K) tel que A = P−1BP
alors nous avons que ∀t ∈ R :

exp(tA) = P−1exp(tB)P


